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Abstract

1935年、K. Reidemeister [20]は閉 3次元多様体に対して torsion invariant
を定義して、3次元 lens spaceを完全に分類した. この invariantを我々は
Reidemeister torsionと呼ぶ. W. Franz [6]は一般次元の lens spaceを分類し
た. やはり torsion invariantを用いたのだが、その際代数的数論的な定理が
決め手になっている. 我々の第 1の結果は、この Franzの定理を応用してい
る. この強力な定理は、意外と利用されていないと思われる. Franzの定理の
証明にはL関数の理論が用いられていて、近年結び目理論と数論の関係が深
くなってきている流れの中で、その応用や一般化などは掘り下げる価値のあ
る問題だろう.

1962年、J. W. Milnor [14]はReidemeister torsionとAlexander polyno-
mialの密接な関係を指摘した. V. G. Turaev [24], [25], [26]は 1976年からの
一連の論文で、有限CW複体のReidemeister torsion を計算し、特にコンパ
クト 3次元多様体に対して詳しい計算公式を与えた.
前半は、V. G. Turaevに従ってReidemeister torsionを定義し、基本的な

計算公式を与える. 本質は、homology theoryにおけるMayer-Vietorisの定
理に対応する切除性質が Reidemeister torsionに対しても成り立つことであ
る. ただし、Dehn surgeryとは相性がいいが、Heegaard分解とは相性があま
りよくないことは注意しておく. なぜなら、Reidemeister torsionが 0でない
ための必要条件は Euler numberが 0であることだからである.
後半は、homology lens spaceに的を絞って、Reidemeister torsionの値そ

のものを見ていき、lens spaceのReidemeister torsionの値と一致するかどう
かを見ていく. 一致するときを lens space typeと定義する. “値そのものを見
ていく”の意味だが、値の表示は割と簡単にできるのだが、2つ表示された値
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を持ってきたとき、それらが同じか違うかの判定が意外と難しい. Homology
lens spaceのReidemeister torsionの値は円分体に値を取るので、当然円分体
（に限らない代数体）に関する代数的数論の知識が必要になってくる. しかし
筆者のレベルからしてまだ大したことはできていないが、今後（この勉強会
を通して）他の人々の手によって高いレベルの応用がなされることを期待し
ている.
今回の我々の結果は、地道な幾何的な手法によって得られた精密な結果

を Reidemeister torsionで見直していくものである. これには大きく 3つの
意図がある. 1つ目は、Reidemeister torsionの invariantとしての切れ味を
見るものである. どれぐらい精密なのか？それ程でもないのか？2つ目は、
トポロジーにおける幾何的手法と代数的手法の関係として、代数的手法は偵
察部隊の役割を持つべきだが（特に、精密さをある程度犠牲にした invariant
は）、近頃はやや幾何的手法が先行している向きがあるので、或いは、精密
な invariantは偵察部隊というより主力部隊の役割を担おうとする向きがあ
るので、Reidemeister torsionに偵察部隊としての役割を担ってもらいたい意
図がある. 3つ目は、より精密な invariantの技術開発をも刺激するであろう
ことである.
我々の第 1の結果は、L. Moser [16] (1971)による torus knotに沿った

rational surgeryの結果の多様体の完全な分類をReidemeister torsionで翻訳
する. Lens spaceに対しては精密さを保っていたReidemeister torsionは、こ
の homology lens space に対しては必ずしも精密ではないことがわかる. し
かし偵察部隊としては（筆者の偏見込みで）合格点を与えられる.
第 2の結果は、合田-寺垣内 [7] (2000)による結果の一部である、genus 1

knot Kに沿った surgeryの結果が lens spaceになるならば、Kは trefoilであ
る、という結果の翻訳をする. 我々は、次数 2のAlexander polynomialを持
つ knot K に沿う surgeryの結果が lens space typeのとき、K の Alexander
polynomialが t2 − t+ 1であることを示した.
第 1の結果の証明はFranzの定理を使い、第 2の結果の証明は代数的数の

ノルムを利用した. これらの手法はそれぞれ拡張の可能性を持っている. 最
後にその拡張と応用を行った. （今回は書かない. p3参照.）まだまだやるべ
きことは残っている. また、Ozsváth-Szabóの結果 [17], [11] (2003) との関係
も興味のある所である.

3 次元 lens space の分類定理の別証明は [1], [19]、simple homotopyや
Whitehead torsionについては [3], [15], [30]、twisted Alexander polynomial
については [29] を参照されたい.
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0. Statement of Main Theorems

細かい用語は後述する. 動機となった定理と我々の 2つの結果を述べる.

Theorem (Moser [16]; Gordon [8]; Shimozawa [23]) Let Kr,s be the (r, s)-
torus knot in S3, and M = S3(Kr,s; p/q) the result of p/q-surgery along Kr,s

where |p|, |r|, |s| ≥ 2 and q 6= 0. Then there are three cases :

(1) If |p−qrs| 6= 0, then M is a Seifert fibered space with three singular fibers
of multiplicities |r|, |s| and |p− qrs|. In particular,

(2) if |p− qrs| = 1, then M is the lens space L(p, qr2) (Figure 1).

(3) If |p − qrs| = 0 (p/q = rs), then M is the connected sum of two lens
spaces, L(r, s)]L(s, r).

M L(5, -1)

-55

Figure 1: the result of surgery is a lens space

Notation

∆r,s(t) :=
(trs − 1)(t− 1)

(tr − 1)(ts − 1)
((r, s) = 1),

ここで (r, s)は rと sの最大公約数を表す. (r, s) = 1は rと sが互いに素とい
うことである.

Main Theorem 1 Let Kr,s ((r, s) = 1) be a knot in a homology 3-sphere
Σ with its Alexander polynomial ∆r,s(t), and M = Σ(Kr,s; p/q) the result of
p/q-surgery along Kr,s where |p|, |r|, |s| ≥ 2 and q 6= 0. Then M is of lens
space type if and only if the following (1) and (2) hold.

(1) (p, r) = 1, and (p, s) = 1, and

(2) r ≡ ±1 (mod p) or s ≡ ±1 (mod p) or qrs ≡ ±1 (mod p).

Theorem (Goda-Teragaito [7]) Let K be a genus 1 knot in S3. If a rational
surgery along K yields a lens space, then K is the trefoil.
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Notation ∆n(t) := n(t− 1)2 + t = nt2 − (2n− 1)t+ n (n 6= 0).

Main Theorem 2 Let K be a knot in a homology 3-sphere Σ with its Alexan-
der polynomial ∆K(t) = ∆n(t), and M = Σ(K; p/q) the result of p/q-surgery
along K where |p| ≥ 2 and q 6= 0. Let d (≥ 2) be a divisor of p, ξd a primitive
d-th root of unity, ψd : Z[t, t−1]/(tp− 1) → Q(ξd) a homomorphism such that
ψd(t) = ξd, and τψd(M) the Reidemeister torsion associated to ψd. Then the
following (1) and (2) hold.

(1) If n ≤ −1, then τψp(M) is not of lens space type.

(2) If |n| ≥ 2 and d is a prime number, then τψd(M) is not of lens space
type.

これにより以下が導かれる.

Corollary In the same assumption as Main Theorem 2, if M is of lens space
type, then

∆K(t) = t2 − t+ 1 (n = 1).

これは合田-寺垣内 [7]の結果の代数的翻訳になっていて、以下のOzsváth-
Szabó [17]の結果の一部の拡張もしている.

Theorem (Ozsváth-Szabó [17]) Let K be a knot in S3, and M = S3(K; p)
the result of p-surgery along K where p is an integer. If M is a lens space,
then the Alexander polynomial of K is the following form

∆K(t) = (−1)m +
m∑

j=1

(−1)m−j(tsj + t−sj),

where 0 < s1 < s2 < · · · < sm.
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Terminology （基本となる用語集）

• Reidemeister torsion (τ(C∗), τϕ(C∗), τ(X), τϕ(X)) : ある環 R上 finitely
generated free chain complex C∗から決まる invariantのことをいう. 記号で
τ(C∗)と表す. 値はRの商体の元である. 実際に値が計算できるように様々な
制限を付ける. 環 Rは integral domainである方が扱い易い. 環 Rから計算
しにくいときは、環準同型 ϕ : R → R′に付随した invariant τϕ(C∗) を計算
するのがよい. 本講演の肝となるテクニックである. ここで、R′は invariant
が計算し易い環である. この値もReidemeister torsionという.
空間のReidemeister torsionは、finite CW-complex Xに対して定義され

る. X の cell decompositionからの自然な chain complexが存在する. それ
からReidemeister torsionを計算するのもいいが、そうではなくて、Xの適
当な covering space X̃ の cell decompositionからの自然な chain complexの
Reidemeister torsionを計算する. 本講演では X̃としては、maximal abelian
coveringを取ってくる. H = H1(X;Z)が covering transformation groupにな
り、X̃からのchain complex C∗(X̃)にもHの元が作用し、Z[H]-chain complex
と見なせる. このReidemeister torsionをXのReidemeister torsionとして、
τ(X)と表す. 実際は環準同型 ϕ : Z[H] → R に付随した τϕ(X)にしない
と意味のある値が出てきにくい. そして、この invariantには自由度がある.
±ϕ(H)の元の倍数は同じ値と見なす. Alexander polynomial ∆K(t)には±tn
倍の自由度があるのと同じ理由である. 本講演では、さらに “隠れた自由度”
があることを指摘し、追求していく.

• Homology lens space (M = Σ(K; p/q)) : 向き付け可能閉 3次元多様体 M

が homology lens space であるとは、H1(M ;Z)が有限巡回群 Z/pZのときを
いう. 本講演では p ≥ 2, p 6= ∞を仮定する.
任意の homology lens space Mは、適当な homology 3-sphere Σ内の適当

な knot K に沿った適当な p/q-surgeryの結果として表すことができる. ここ
で、|p| ≥ 2, q 6= 0. 記号でM = Σ(K; p/q)と表す.

• Lens space type : Lens space L(p, q)の 1次元ホモロジー群の生成元を t

とする. つまり、H = H1(L(p, q);Z) = 〈t〉 = Z/pZ. ξdを 1の原始 d乗根と
する. ここで、d (≥ 2)は pの約数. 準同型 ψd : Z[H] → Q(ξd) を ψd(t) = ξd
から決まるものとする. このとき、τψd(L(p, q)) = (ξd − 1)−1(ξ q̄d − 1)−1であ
る. ここで、qq̄ ≡ 1 (mod p).

ζ を 1の原始 n乗根とするとき、第 n次円分体Q(ζ)の元 aが lens space
type であるとは、a = ±ζm(ζ i− 1)−1(ζj − 1)−1 ((i, n) = 1, (j, n) = 1)と表さ
れるときをいう. aはある lens spaceのReidemeister torsionの値になる.

Homology lens space M = Σ(K; p/q) の 1次元ホモロジー群の生成元を
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tとする. つまり、H = H1(M ;Z) = 〈t〉 = Z/pZ. ξdを 1の原始 d乗根とす
る. ここで、d (≥ 2)は pの約数. 準同型 ψd : Z[H] → Q(ξd) を ψd(t) = ξdか
ら決まるものとする. このとき、いかなる dに対しても τψd(M)が lens space
typeであるとき、M そのものを lens space typeという. もはやReidemeister
torsionでは lens spaceとの差を判定することができない多様体ということで
ある.

• 代数的数のノルム (NK/Q(α)) : K/QをQ上の有限次Galois拡大とする.
Kの元 αのQ上のノルム NK/Q(α)を以下のように定義する.

NK/Q(α) =
∏

σ∈Gal (K/Q)

σ(α).

ここで、Gal (K/Q) はGalois拡大K/QのGalois群とする. αの最小多項式
をmonicにしたときの定数項のベキ乗の±1倍になっている.
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1. Definition of Reidemeister torsion

Reidemeister torsionの定義は、代数的な準備をしてからfinite CW-complex
Xに対してなされる. 以下、Turaev [25]に従って定義する.

1.1 Reidemeister torsion of chain complex

以下に出てくる環は全て 1を持つ可換環で零環でないもの（1 6= 0）と
する.

Definition 1.1.環R上のchain complex C∗がfinitely generatedとは、Ci (i =
0, 1, · · · ,m)が finitely generated R-moduleで、

C∗ : 0 → Cm
∂m−1−−−→ Cm−1

∂m−2−−−→ · · · ∂1−−−→ C1
∂0−−−→ C0 → 0

であるときをいう. C∗が freeとは、Ci (i = 0, 1, · · · ,m)が全て free R-module
のときをいい、C∗が acyclicとは、C∗が exact sequenceのときをいう.

C∗が acyclic ⇐⇒ H∗(C∗) =
m⊕

i=0

Hi(C∗) = 0.

以下C∗は、はじめと最後の 0を省略して、

C∗ : Cm
∂m−1−−−→ Cm−1

∂m−2−−−→ · · · ∂1−−−→ C1
∂0−−−→ C0

と表すこともある.

主に環Rが、以下の性質 (∗)を満たす場合を考えていく.

(∗) R上の finitely generated free module M の basisの濃度は一定.

まずM の basisの濃度が有限なのは容易にわかる. （背理法で示すこと
ができる.）(∗)を満たす十分条件として、次のようなものがある.

Proposition 1.2. [3] 環Rから integral domain K への homomorphism f :
R→ K で f(1R) = 1K となるものがあるとき、Rは (∗)を満たす.

Proof R上の finitely generated free module をM とする. M の 2つの basis
{xi}i=1,···,m, {yj}j=1,···,nを用意する. このとき、m = nを示せばよい.

xi =
n∑

j=1

aijyj (i = 1, · · · ,m), yj =
m∑

i=1

bjixi (j = 1, · · · , n) とすると、

A =
(
aij

)
i=1,···,m ; j=1,···,n , B =

(
bji

)
j=1,···,n ; i=1,···,m
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は変換行列である. これは、AB = Im, BA = In (Im, Inはm次、n次の単位
行列) を満たす.

f(Im) = Im, f(In) = In より、f(AB) = f(A)f(B) = Im, f(BA) =
f(B)f(A) = In.

Kの商体Q(K)でも同じ関係なので、m = n.

Corollary 1.3. [3] group Gで生成する group ring Z[G] は (∗)を満たす.

Proof Gの元を 1に移す準同型 f : Z[G] → Z が Proposition 1.2の条件を満
たす.

以下に出てくる環は全て (∗)を満たすとする.

Notation (1)環R上の free module Mのbasisの濃度を、Mの dimensionま
たは rankといい、dimRM (dimM)または rankRM (rankM) と表す. （Tu-
raevは、rkRM (rkM)と表している.）
(2) M の 2つの basisを b = (b1, b2, · · · , br), c = (c1, c2, · · · , cr)とする. ここ
で、r = rankM .

bi =
r∑

j=1

aij · cj (i = 1, · · · , r)となる aij ∈ R (i, j = 1, · · · , r)が存在する.

A =
(
aij

)
i,j=1,···,rとするとき、

[
b/c

]
:= det(A)とする.

r = 0のときは
[
∅/∅

]
= 1とする.

このとき以下がわかる. b, c,dを free module M の basisとする.

1©
[
b/c

]
はRの正則元である.

2©
[
b/c

]
·
[
c/d

]
=

[
b/d

]
.

3©
[
b/b

]
= 1,

[
c/b

]
=

[
b/c

]−1
.

4© Rの正則元 uと cが与えられたとき、
[
b/c

]
= u となる bが存在する.

1©, 2©, 3©により、
[
b/c

]
= 1 のとき、bと cは equivalent と定義すると、

同値関係になる.

(3) b′ = (b1, b2, · · · , br′),b′′ = (br′+1, · · · , br)のとき、b = b′b′′ = (b1, b2, · · · , br)
と表す.
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Definition 1.4. (Reidemeister torsion of a chain complex)

C∗ : Cm
∂m−1−−−→ Cm−1

∂m−2−−−→ · · · ∂1−−−→ C1
∂0−−−→ C0

を体 F 上の finitely generated free chain complexとする.
Ciの basis ci = (c

(1)
i , · · · , c(pi)

i ) (i = 0, · · · ,m)を固定し、c = (c0, · · · , cm)
とすると、これはC∗の basisである.

Zi := Ker (∂i−1), Bi := Im (∂i), Hi := Hi(C∗) = Zi/Bi

とおく (i = 0, · · · ,m). このとき、

Ci ∼= Zi ⊕Bi−1
∼= Bi ⊕Hi ⊕Bi−1.

Biの basis bi = (b
(1)
i , · · · , b(qi)i )、Hiの basis hi = (h

(1)
i , · · · , h(ri)

i )を取る. bi−1

の ∂i−1による liftを b̃i−1と表し、hiの自然な全射 Zi → Hiによる liftを h̃i
と表すと、上の同形対応により、bih̃ib̃i−1がCiの basisを成す. このとき、

τ(C∗; c) :=
m∏

i=0

[
bih̃ib̃i−1/ci

](−1)i+1

をC∗のReidemeister torsion と定義する. これは F − {0}の元である. cが
明らかなときは τ(C∗)と表す.

τ(C∗)を求める際に自由度を生む要素は以下である.

1© cの取り方. 2© bの取り方. 3© hの取り方.

4© b̃の取り方. 5© h̃の取り方.

どの要素がどれ程の自由度を生むのか明確にしておく.

[ 1©について] C∗の別の basisを c′とすると、

τ(C∗; c)
τ(C∗; c′)

=
m∏

i=0

[
c′i/ci

](−1)i+1

で、これは F − {0}のどの元も取り得る. だから、cの取り方の自由度を無
闇に認めると invariantとしての意味を成さない.

一方、他の要素は事情が違ってくる.

Lemma 1.5. Let bi and hi be fixed bases of Bi and Hi, respectively. Then
the equivalence class of bih̃ib̃i−1 does not depend on lifts h̃i and b̃i−1.
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Proof pi = rank(Ci), qi = rank(Bi), ri = rank(Hi)とおく. pi = qi+ri+qi−1

が成立する.

h̃′i, b̃′i−1を hi, bi−1の別の liftとする.

bi = (b
(1)
i , · · · , b(qi)i ),

h̃i = (h̃
(1)
i , · · · , h̃(ri)

i ), h̃′i = (h̃
′(1)
i , · · · , h̃′(ri)i ),

b̃i−1 = (b̃
(1)
i−1, · · · , b̃(qi−1)

i−1 ), b̃′i−1 = (b̃
′(1)
i−1, · · · , b̃′(qi−1)

i−1 ),

di = h̃′i − h̃i = (d
(1)
i , · · · , d(ri)

i ), ei = b̃′i−1 − b̃i−1 = (e
(1)
i , · · · , e(qi−1)

i )

とおく. このとき、d(j)
i ∈ Bi, e

(j)
i ∈ Zi ∼= Bi ⊕Hi. これより、

d
(j)
i =

qi∑

k=1

sjkb
(k)
i

e
(j)
i =

qi∑

k=1

tjkb
(k)
i +

ri∑

l=1

ujlh̃
(l)
i .

S =
(
sjk

)
, T =

(
tjk

)
, U =

(
ujl

)

とおくと、

[
bih̃

′
ib̃
′
i−1/bih̃ib̃i−1

]
= det



Iri O O
S Iqi O
T U Iri−1


 = 1

となり、示された.

Lemma 1.6. Let hi be a fixed basis of Hi. Then the value τ(C∗; c) does not
depend on choices of bi’s.

Proof b′i = (b
′(1)
i , · · · , b′(qi)i ) をBiの別の basisとする.

b
′(j)
i =

qi∑

k=1

sjk,ib
(k)
i

b̃
(j)
i−1 =

qi∑

k=1

tjk,ib
(k)
i +

ri∑

l=1

ujl,ih̃
(l)
i +

qi−1∑

m=1

sjm,i−1b̃
(m)
i−1.

Si =
(
sjk,i

)
, Ti =

(
tjk,i

)
, Ui =

(
ujl,i

)

とおくと、Siは qi × qi-行列で、S−1 = Sm = (∅). Tiは qi−1 × ri-行列、Uiは
qi−1 × qi-行列.

m∏

i=0

[
b′ih̃ib̃

′
i−1/bih̃ib̃i−1

](−1)m+1

=
m∏

i=0

det



Si O O
O Iqi O
Ti Ui Si−1




(−1)m+1
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= det(S−1)
−1 det(Sm)(−1)m+1

= det(∅)−1 det(∅)(−1)m+1

= 1

となり、示された.

以上のように、τ(C∗; c)は c,hの取り方による invariantである. 次節で空
間からのReidemeister torsionを定義するとき、cは自然なものに取ることが
できて、自由度を制限することができる. hは各 rank (Hi)が 0か 1のときな
ら±1倍の自由度が生じるのみである. この hも含めたReidemeister torsion
を利用した論文として、[18]を挙げておく.

以下、任意の iで rank (Hi) = 0、つまりC∗が acyclic（h = ∅）の場合の
みを主に考えていく. C∗が non-acyclicのときは τ(C∗) = 0と約束する.

τ(C∗; c) :=





m∏

i=0

[
bib̃i−1/ci

](−1)i+1

(H∗(C∗) = 0),

0 (H∗(C∗) 6= 0).

Example 1.7. (1) C∗ : C1
∂0−−−→ C0

体 F 上の chain complexとして、C1, C0の basisを c1, c0とする.

C∗が acyclic ⇐⇒ ∂0が isomorphism.

∂0が isomorphismとして、c1 = (c
(1)
1 , · · · , c(r)1 ), c0 = (c

(1)
0 , · · · , c(r)0 )とおく.

∂0(c
(i)
1 ) =

r∑

j=1

αijc
(j)
0 で∂0は特徴付けられ、A =

(
αij

)
は正則行列である.

B1 = 0, B0 = C0, B−1 = 0.
B1 = 0, B0 = C0より、b1 = ∅, b̃0 = c1,
b̃0 = c1, B−1 = 0より、b0 = ∂0(c1), b̃−1 = ∅.

τ(C∗; c) =
[
b0b̃−1/c0

](−1)1 [
b1b̃0/c1

](−1)2

=
[
∂0(c1)/c0

]−1 [
c1/c1

]

= (detA)−1.

(2) C∗ : C2
∂1−−−→ C1

(1)と同様な設定の下、C∗が acyclicのとき、τ(C∗; c) = detA.

Multiplicity

Reidemeister torsionの計算法の唯一にして最大のテクニックと言っても
よいmultiplicityについて述べる.

12



C∗を体F 上の finitely generated free chain complex、C′
∗をその subcom-

plex、C′′
∗ = C∗/C′

∗を quotient chain complexとする.

C∗ : Cm
∂m−1−−−→ Cm−1

∂m−2−−−→ · · · ∂1−−−→ C1
∂0−−−→ C0

C′
∗ : C ′m

∂′m−1−−−→ C ′m−1

∂′m−2−−−→ · · · ∂′1−−−→ C ′1
∂′0−−−→ C ′0

C′′
∗ : C ′′m

∂′′m−1−−−→ C ′′m−1

∂′′m−2−−−→ · · · ∂′′1−−−→ C ′′1
∂′′0−−−→ C ′′0

ci, c
′
i, c

′′
i をそれぞれCi, C

′
i, C

′′
i の basisで、2つの写像

ι : C ′i ↪→ Ci, p : Ci → C ′′i

に関して自然なものとする. つまり、c̃′′i を c′′i の pによる liftとするとき、
[
ι(c′i)c̃

′′
i /ci

]
= 1

が成立するものとする. 以下これを満たしているとする.

Lemma 1.8. If two of C∗,C′
∗ and C′′

∗ are acyclic, then the rest is also acyclic.

Proof 以下のような exact sequenceがある.

· · · −−−→ Hi(C
′
∗) −−−→ Hi(C∗) −−−→ Hi(C

′′
∗) −−−→ · · ·

例えば、C′
∗,C

′′
∗がacyclicとすると、Hi(C

′
∗) = 0, Hi(C

′′
∗) = 0なので、Hi(C∗) =

0となる. つまり、C∗も acyclicである. 他の組合せでも同様である.

Lemma 1.9. If C∗,C′
∗ and C′′

∗ are acyclic, then there is the natural exact
sequence induced by ι and p,

0 −−−→ B′
i

f−−−→ Bi
g−−−→ B′′

i −−−→ 0 .

Proof f, gのwell-defined性と chainの exact性を示す.

0 −−−→ C ′i+2

ιi+2−−−→ Ci+2
pi+2−−−→ C ′′i+2 −−−→ 0y∂′i+1

y∂i+1

y∂′′i+1

0 −−−→ C ′i+1

ιi+1−−−→ Ci+1
pi+1−−−→ C ′′i+1 −−−→ 0y∂′i

y∂i

y∂′′i

0 −−−→ Im (∂′i) (
f−−−→) Im (∂i) (

g−−−→) Im (∂i) −−−→ 0yinclusion
yinclusion

yinclusion

0 −−−→ C ′i
ιi−−−→ Ci

pi−−−→ C ′′i −−−→ 0

13



Step 1. f の定義と、その単射性.

• xを Im (∂′i)の任意の元とすると、C ′i+1の元 aが存在して、x = ∂′i(a)とで
きる. このとき、f(x) := ∂i ◦ ιi+1(a)と定義する.

• well-defined性：
C ′i+1 の元 bを、x = ∂′i(b)となるものとする. ∂′i(a − b) = 0より、a −

b ∈ Ker (∂′i) = Im (∂′i+1). a − b = ∂′i+1(c)となる C ′i+2 の元 cが存在する.
∂i ◦ ιi+1(a− b) = ∂i ◦ ιi+1 ◦ ∂′i+1(c) = ∂i ◦ ∂i+1 ◦ ιi+2(c) = 0より、∂i ◦ ιi+1(a) =

∂i ◦ ιi+1(b).

• f は ιiの制限なので、単射である.

Step 2. gの定義と、その全射性.

• yを Im (∂i)の任意の元とすると、Ci+1の元 αが存在して、y = ∂i(α)とで
きる. このとき、g(y) := ∂′′i ◦ pi+1(α)と定義する.

• well-defined性：
Ci+1の元 βを、y = ∂i(β)となるものとする. ∂i(α − β) = 0より、α −

β ∈ Ker (∂i) = Im (∂i+1). α − β = ∂i+1(γ)となる Ci+2 の元 γ が存在す
る. ∂′′i ◦ pi+1(α − β) = ∂′′i ◦ pi+1 ◦ ∂i+1(γ) = ∂′′i ◦ ∂′′i+1 ◦ pi+2(γ) = 0より、
∂′′i ◦ pi+1(α) = ∂′′i ◦ pi+1(β).

• g ◦ ∂i = ∂′′i ◦ pi+1. ∂′′i , pi+1は全射なので、g ◦ ∂iは全射. よって、gも全射.

Step 3. Im (f) = Ker (g)であること.

[Im (f) ⊂ Ker (g)]

• g ◦ f(x) = ∂′′i ◦ pi+1 ◦ ιi+1(a) = 0より、Im (f) ⊂ Ker (g).

[Im (f) ⊃ Ker (g)]

• y ∈ Ker (g)とする. ∂i(α) = y となる α ∈ Ci+1 も取る. g ◦ ∂i(α) =
∂′′i ◦ pi+1(α) = 0より、pi+1(α) ∈ Ker (∂′′i ) = Im (∂′′i+1). pi+1(α) = ∂′′i+1(z) と
なる z ∈ C ′′i+2が存在する. pi+2は全射なので、pi+2(β) = zとなる β ∈ Ci+2

が存在する.

• α′ = α− ∂i+1(β)とおくと、∂i(α′) = ∂i(α− ∂i+1(β)) = ∂i(α) = y.
pi+1(α

′) = pi+1(α)− pi+1 ◦ ∂i+1(β) = pi+1(α)− ∂′′i+1 ◦ pi+2(β).

∂′′i+1 ◦pi+2(β) = ∂′′i+1(z) = pi+1(α)より、pi+1(α
′) = pi+1(α)−pi+1(α) = 0.

これより、α′ ∈ Ker (pi+1) = Im (ιi+1).

• α′ = ιi+1(a
′)となる a′ ∈ C ′i+1が存在する. x = ∂′i(a

′) ∈ Im(∂′i)とおくとき、
f(x) = ∂i ◦ ιi+1(a

′) = ∂i(α
′) = yなので、y ∈ Im (f).
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Theorem 1.10. (Whitehead [30]; Turaev [25]) If C′
∗ or C′′

∗ is acyclic, then

τ(C∗; c) = ±τ(C′
∗; c

′)τ(C′′
∗; c

′′).

Proof Ciで考えるのが明らかなときは、ι(c′i), c̃′′i を c′i, c
′′
i とも表すことにす

る. Bi, B
′
i, B

′′
i の basisを bi,b

′
i,b

′′
i とする. Lemma 1.9より

[
bi/b

′
ib
′′
i

]
= 1と

取れる.
Lemma 1.8より、C∗が non-acyclicであることと、C′

∗,C
′′
∗の少なくとも

一方が non-acyclicであることとは同値である. このとき、両辺 0で等号成立.
以下、C∗が acyclicを仮定する. C′

∗,C
′′
∗の一方が acyclicのとき、Lemma

1.8より他方も acyclic. よって 3つとも acyclic.

τ(C∗; c) =
m∏

i=0

[
bib̃i−1/ci

](−1)i+1

=
m∏

i=0

[
ι(b′i)b̃

′′
i ι(b̃

′
i−1)

˜̃b
′′
i /ι(c

′
i)c̃

′′
i

](−1)i+1

= ±
m∏

i=0

[
b′ib̃

′
i−1/c

′
i

](−1)i+1

·
m∏

i=0

[
b′′i b̃

′′
i−1/c

′′
i

](−1)i+1

= ±τ(C′
∗; c

′)τ(C′′
∗; c

′′).

各B′
i, B

′′
i の rankがわかれば、±の特定まで可能である.

Changing coefficients

これまで chain complex C∗は体F を係数としていたが、環Rを係数とす
る場合も考えるべきである. このときの環RはProposition 1.2の直前にある
条件 (∗) を満たすものとする. 特に環Rが integral domainのときは、C∗の
Reidemeister torsionとしては、C∗に商体Q(R)をテンソル積をしたものの
Reidemeister torsionのこととして定義する.

τ(C∗) := τ(C∗ ⊗Q(R)) ∈ Q(R)

一般の環Rを係数とするときは、integral domain R′への環準同形写像 ϕ :
R → R′ によって、C∗ ⊗R Q(R′)の Reidemeister torsionのこととして定義
する.

τϕ(C∗) := τ(C∗ ⊗R Q(R′))

と表す.

Notation Cϕ
∗ := C∗ ⊗R Q(R′), Hϕ

∗ (C∗) := H∗(Cϕ
∗ ), τ

ϕ(C∗) := τ(Cϕ
∗ ).

Remark 1.11. (1) τϕ(C∗) 6= 0はHϕ
∗ (C∗) = 0と同値.

(2) Euler数 χ(C∗) 6= 0 のとき、τϕ(C∗) = 0.
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Example 1.12. (1) C∗ : C2
∂1−−−→ C1

G = 〈t | t3 = 1〉 ∼= Z/3Z, R = Z[G] = Z[t, t−1]/(t3 − 1)とする. C∗をR

係数の chain complexとし、c2 = (c
(1)
2 ), c1 = (c

(1)
1 ), ∂1(c

(1)
2 ) = (t2 + t+1)c

(1)
1

とする. このときKer (∂1) = (t − 1) 6= (0)より、C∗そのものは non-acyclic
である. Rは integral domainでないことも注意しておく.

ζを 1の原始 3乗根として、ϕ : Z[G] → Q(ζ)を ϕ(1) = 1, ϕ(t) = ζから
決まる環準同形、ψ : Z[G] → Qを ψ(1) = ψ(t) = 1から決まる環準同形とす
る. このとき、Cϕ

∗ は non-acyclic. Cψ
∗ は acyclicで、τψ(C∗) = 3 であること

が確かめられる.

(2) C∗ : C3
∂2−−−→ C2

∂1−−−→ C1

G, R, ϕ, ψは (1)と同じものとする. C∗はR係数の chain complexで、
c3 = (c

(1)
3 ), c2 = (c

(1)
2 , c

(2)
2 ), c1 = (c

(1)
1 ), ∂2(c

(1)
3 ) = (t − 1)c

(1)
2 , ∂1(c

(1)
2 ) =

(t2 + t+ 1)c
(1)
1 , ∂1(c

(2)
2 ) = (t2 − 1)c

(1)
1 とする. Ker (∂2) = (t2 + t+ 1) 6= (0)よ

り、C∗そのものは non-acyclicである.

Cϕ
∗ は acyclicで、τϕ(C∗) = ζ + 1. Cψ

∗ は non-acyclic であることが確かめ
られる.

以上により、chain complexと環準同形の組合せによって acyclic性は大き
く変化することを注意しておく.

1.2. Reidemeister torsion of CW-complex

Definition 1.13. (Reidemeister torsion of a CW-complex)
X を finite CW-complex、p : X̂ → X をX のmaximal abelian covering

とする. このとき X̂にはXから自然に誘導されるCW-structure が入る. 各
cellには pの covering transformation group H = H1(X;Z)の元が作用するの
で、chain complex C∗(X̂)はZ[H]上の finitely generated free chain complex
と見なせる (Figure 2). 環準同形 ϕ : Z[H] → F に対して、τ(C∗(X̂)⊗Z[H] F )
をXの（ϕに付随した）Reidemeister torsion と定義する.

Notation Cϕ
∗ (X) := C∗(X̂)⊗Z[H] F, H

ϕ
∗ (X) := H∗(Cϕ

∗ ),

τϕ(X) :=




τ(Cϕ

∗ (X)) ∈ F − {0} (Hϕ
∗ (X) = 0),

0 ∈ F (Hϕ
∗ (X) 6= 0).

τϕ(X)の自由度は、(1) X̂の basisの取り方と、(2)その並べ方による. (1)
はϕ(h)倍 (h ∈ H)、(2)は±1倍の自由度を生む. 以上により、Reidemeister
torsionの値 τϕ(X)は、±ϕ(h)倍 (h ∈ H)の自由度をもって定義される.
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CW-pair (X,Y )に対して、τϕ(X,Y ) := τ(Cϕ
∗ (X, p

−1(Y ))) を (X,Y )の
Reidemeister torsionと定義する. 自由度も同様である.

c

c

c

h
.h

p

X

X

^ ^

^

Figure 2: the maximal abelian covering of X

Theorem 1.14. [25] Let (X,Y ) be a finite CW-pair, j : Y ↪→ X the natural
inclusion, and ϕ : Z[H1(X;Z)] → R a ring homomorphism. If τϕ◦j(Y ) 6= 0
or τϕ(X,Y ) 6= 0, then

τϕ(X) = τϕ(X,Y ) · τϕ◦j(Y ).

Proof C∗ = Cϕ
∗ (X), C′

∗ = Cϕ◦j
∗ (Y ), C′′

∗ = Cϕ
∗ (X,Y )とおくと、C′′

∗ =
C∗/C′

∗である. Theorem 1.10より、成立する.

Theorem 1.14も重要だが、以下の切除性質の方がより重要である.

Theorem 1.15. (excision) [25] Let X be a finite CW-complex, X1 and X2

subcomplexes of X such that X1 ∪ X2 = X, and Y = X1 ∩ X2. Let j :
Z[Y ] → Z[X] and ji : Z[Xi] → Z[X] (j = 1, 2) be homomorphisms induced
by the natural inclusions, and ϕ : Z[H1(X;Z)] → R a ring homomorphism.
If τϕ◦j(Y ) 6= 0, then

τϕ(X) = τϕ◦j1(X1) · τϕ◦j2(X2) · (τϕ◦j(Y ))−1.

Proof C′
∗ = Cϕ◦j

∗ (Y ), C∗ = Cϕ◦j1∗ (X1) ⊕ Cϕ◦j2∗ (X2) = C
ϕ◦(j1qj2)
∗ (X1 q

X2), C′′
∗ = Cϕ

∗ (X)とおくと、

0 → C′
∗

j−−−→ C∗
j1−j2−−−→ C′′

∗ → 0
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はMayer-Vietoris exact sequenceである. Theorem 1.10より、成立する.

まだこの時点では τϕ(X)はXのCW-structureに付随した invariantであ
る. じつは simple homotopy invariantをであること示すのが以下の定理で
ある.

Theorem 1.16. [25] Let X and X ′ be finite CW-complexes, f : X → X ′

a simple homotopy map, ϕ′ : Z[H1(X)] → R a ring homomorphism, and
ϕ = ϕ′ ◦ f∗. Then

τϕ(X) = τϕ
′
(X ′).

Proof 任意の simple-homotopyは elementary simple homotopy の有限列で
実現されるので、f がXからX ′への elementary simple homotopy と仮定し
て示す. X の (n − 1)-cell eを底面として、外部の点 xからの coneを張るこ
とにより f を実現する (Figure 3).

X

f

X'

x

e

Figure 3: elementary simple homotopy

Theorem 1.14より、τϕ′(X ′) = τϕ(X) · τϕ′(X ′, f(X)). en = x ∗ eとおく
と、τϕ′(X ′, f(X)) = τϕ

′
(en, e)なので、τϕ

′
(en, e) = 1を示せばよい. 特に、

n = 3のときのみを示す. 一般の場合も同様である.

C3
∂2−−−→ C2

∂1−−−→ C1
∂0−−−→ C0

をCW-pair (e3, e)から誘導される chain complexとする.

c3 = (e3), c2 = (e
(1)
2 , e

(2)
2 , e

(3)
2 ), c1 = (e

(1)
1 , e

(2)
1 , e

(3)
1 ), c0 = (x)とするとき、

∂2(e3) = e
(1)
2 + e

(2)
2 + e

(3)
2 ,

∂1(e
(1)
2 ) = e

(1)
1 − e

(2)
1 , ∂1(e

(2)
2 ) = e

(2)
1 − e

(3)
1 , ∂1(e

(3)
2 ) = e

(3)
1 − e

(1)
1 ,

∂0(e
(1)
1 ) = ∂0(e

(2)
1 ) = ∂0(e

(3)
1 ) = x.

このとき、b3 = ∅, b̃2 = (e3), b2 = (∂2(e3)), b̃1 = (e
(2)
2 , e

(3)
2 ),

b1 = (∂1(e
(2)
2 ), ∂1(e

(3)
2 )) = (e

(2)
1 − e

(3)
1 , e

(3)
1 − e

(1)
1 ), b̃0 = (e

(3)
2 ),

b0 = (∂0(e
(3)
2 )), b̃−1 = ∅

と取ることができ、τϕ′(en, e) = 1と求められる.
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CW-pair (X,Y )の Reidemeister torsion τϕ(X,Y ) も simple homotopy
invariantであることは同様に示すことができる.

Corollary 1.17. [25] The value τϕ(X) is independent of subdivision.

Proof重心細分を simple homotopyで実現する. Xをn次元CW-complexと
するが、simplicial complexとして示せば充分である. Xの i次元以下の cell
全体をXiとする. 各 cellの内点を 1点ずつ取っていき、Xnから順に細分し
ていく.

Step 1. n-cell eと点 xとの cone x ∗ eを取り、生じた (n+ 1)-cellを e側から
つぶす. これは、simple homotopyで実現する (Figure 4).

ee

x x
e1e2

e3

x

Figure 4: subdivision I

Step 2. 次の段階で Figure 5の細分をしたい. X1の細分までたどり着いた
とき、結果が重心細分になっている.

yy
(a)e'

Figure 5: subdivision II

Step 3. (a)を詳しく見る.
(n− 1)-cell e′を共有する cell全体と、点 yとの cone を取り、底面（この

場合感覚的な用語）から次元の高い cellの順につぶしていく (Figure 6).
以降も同様にしていく.
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(a)

y

e'

y

e' y

y

e'

Figure 6: subdivision III

以上により、Reidemeister torsionが simple homotopy invariantであるこ
とと、細分で不変であることを示せた. しかしこれでも cell decompositionに
よっている. A. Chapman [2]は以下を示した.

Theorem 1.18. (Chapman [2]) Any simple homotopy invariant is a topo-
logical invariant.

この証明には、無限次元の立方体を用いる. 筆者の理解を超えている
ので説明不可能である. とにかくこの定理により、Reidemeister torsionは
topological invariant であることが保証された.

ここで、以降の議論に不可欠な 2つの例を挙げておく.

Example 1.19. (1) X = S1

H1(S
1) = 〈t〉 ∼= Z, p : X̂ → X をmaximal abelian coveringとする. S1

を、1つの 0-cell c0、1つの 1-cell c1に分割する. liftも同じ記号を使うことに
する (Figure 7 (1)).

C∗ : C1
∂0−−−→ C0

を S1の分割から決まる X̂ (∼= R1) の chain complexとする.
c1 = (c1), c0 = (c0), ∂0(c1) = (t− 1)c0である.
b1 = ∅, b̃0 = (c1), b0 = (∂0(c1)) = ((t− 1)c0), b̃−1 = ∅より、

τ(S1) = (t− 1)−1.

(2) X = S1 × S1

H1(S
1 × S1) = 〈g, h〉 ∼= Z ⊕ Z, p : X̂ → X をmaximal abelian covering

とする. S1× S1を、1つの 0-cell c0、2つの 1-cell c11, c
2
1、1つの 2-cell c2に分
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割する. liftも同じ記号を使うことにする (Figure 7 (2)).

C∗ : C2
∂1−−−→ C1

∂0−−−→ C0

を S1 × S1の分割から決まる X̂ (∼= R2) の chain complexとする.
c2 = (c2), c1 = (c11, c

2
1)c0 = (c0),

∂1(c2) = (1− h)c11 + (g − 1)c21,
∂0(c

1
1) = (g − 1)c0, ∂0(c

2
1) = (h− 1)c0である.

b2 = ∅, b̃1 = (c2), b1 = (∂1(c2)) = ((1− h)c11 + (g − 1)c21), b̃0 = (c11),
b0 = (∂0(c

1
1)) = ((g − 1)c0), b̃−1 = ∅より、

τ(S1 × S1) = −1.

(1)

c0

c1

c0

c0t

c0t 2c1

c1

t

.t

(2)

c0

c2

c1
c11

2

c1
1

c1
2

c0

c2
.h

.g

p

p

Figure 7: the maximal abelian coverings of S1 and S1 × S1

Proposition 1.20. (1) Let t be a generator of H1(S
1), and ϕ : Z[t, t−1] → R

a ring homomorphism. Then Cϕ
∗ (S

1) is acyclic if and only if ϕ(t)− 1 is not
zero divisor in R. If Cϕ

∗ (S
1) is acyclic, then τϕ(S1) = (ϕ(t)− 1)−1.

(2) Let t1 and t2 be generators of H1(S
1 × S1), and ϕ : Z[t±1

1 , t±1
2 ] → R a

ring homomorphism. Then Cϕ
∗ (S

1×S1) is acyclic if and only if ϕ(t1)− 1 or
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ϕ(t2)−1 is not zero divisor in R. If Cϕ
∗ (S

1×S1) is acyclic, then τϕ(S1×S1) =
1.

Example 1.21. (1) ϕ : Z[t, t−1] → Z[s, s−1]/(sn− 1) をϕ(t) = sで決まる環
準同形とする. (s− 1)(sn−1 + · · ·+ s+1) = sn− 1 = 0より、ϕ(t)− 1 = s− 1
は zero divisorである.

(2) ϕ : Z[t, t−1] → Q(ζ) を ϕ(t) = ζで決まる環準同形とする. ここで、ζは
1の原始 n乗根である. ϕ(t)− 1 = ζ − 1は zero divisorではない.

(3) ϕ : Z[t, t−1]/(tn − 1) → Q(ζ) を ϕ(t) = ζで決まる環準同形とする. ここ
で、ζは 1の原始 n乗根である. ϕ(t)− 1 = ζ − 1は zero divisorではない.

(4) ψd : Z[t, t−1]/(tn−1) → Q(ζ)をψd(t) = ζで決まる環準同形とする. ここ
で、ζは 1の原始 d乗根である. d (≥ 2)が nの約数のとき ψdはwell-defined
で、ψd(t)− 1 = ζ − 1は zero divisorではない.

1.3. Milnor torsion and the Alexander polynomial

この節は基本的に証明を与えない. 証明はTuraev [25], [26], [27]を参照の
こと.

Definition 1.22. (Milnor torsion)
X を finite CW-complexとし、H := H1(X), G := H/Tor (H)とおく.

pr : Z[H] → Z[G] を自然な全射とする. このとき、τpr (X) をMilnor torsion
と定義する.

Z[G]は integral domainである.

Definition 1.23. (Fox derivative)
F := 〈x1, · · · , xm〉を x1, · · · , xm で生成する free groupとする. 任意の

r ∈ F はZ[F ]の中で

r = 1 +
m∑

j=1

fj(xj − 1) (fj ∈ Z[F ])

と一意的に表される. このときの各 fjを

fj =
∂r

∂xj

と表す. そして、これを Z[F ]に拡張したものを Fox derivativeと定義する.
つまり、

∂

∂xj
: Z[F ] → Z[F ]
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を

(1) r ∈ F のとき
(
∂

∂xj

)
(r) =

∂r

∂xj
,

(2) a, b ∈ Z, u, v ∈ Z[F ]のとき
(
∂

∂xj

)
(au+ bv) = a

∂u

∂xj
+ b

∂v

∂xj

で定める. このとき、以下が成立する.

(i)
∂c

∂xj
= 0 (c ∈ Z),

(ii)
∂xi
∂xj

= δij (δijはKroneckerの delta),

(iii)
∂(uv)

∂xj
= u

∂v

∂xj
+ v(1, · · · , 1)

∂u

∂xj
(u, v ∈ Z[F ]),

(iv)
∂r−1

∂xj
= −r−1 ∂r

∂xj
(r ∈ F ).

Definition 1.24. (Elementary ideal, Alexander polynomial)
F = 〈x1, · · · , xm〉を free group、π = 〈x1, · · · , xm | r1, r2, · · ·〉 を finitely

generated groupとする. p : Z[F ] → Z[π]を natural projection、α : Z[π] →
Z[H]を abelianization が誘導する homomorphism、η = α ◦ pとする. この
とき、

A(π) :=

(
η

(
∂ri
∂xj

) )

i=1,···; j=1,···,m

を πのAlexander matrixという.
A(π)の (m− 1)-小行列式で生成されるZ[H]の ideal E(π)を πの elemen-

tary idealといい、
∆(π) := gcd(pr (E(π)))

を πのAlexander polynomial という. 各々πの presentationによらず一意的
に決まる. ただし、∆(π)は±pr (h) (h ∈ H)倍の自由度がある.
位相空間 XのAlexander-Fox polynomialは、

∆(X) := ∆(π1(X))

と定義する. Xがhomology 3-sphere Σ内のn成分 link Lのとき、各meridian
が代表するHの元を t1, · · · , tn として、

∆L(t1, · · · , tn) := ∆(Σ−N(L))

23



を LのAlexander polynomialとする.

Example 1.25. (1) π = Z = 〈x | ·〉 = 〈x, y | r = y〉

H = 〈t〉 ∼= Z.
∂r

∂x
= 0,

∂r

∂y
= 1より、A(Z) =

(
0 1

)
.

E(Z) = (1) = Z[t, t−1]より、∆(Z) = 1.

これは trivial knotのAlexander polynomialが 1 であることを示す.

(2) π = 〈x, y | r = xpyq〉 (p, q) = 1; p, q ≥ 2

H = 〈t〉 ∼= Zで、η(x) = tq, η(y) = t−pと対応する.

∂r

∂x
= xp−1 + · · ·+ x+ 1 =

xp − 1

x− 1
,

∂r

∂y
= xp(yq−1 + · · ·+ y + 1) = xp

yq − 1

y − 1
.

E(π) =

〈
tpq − 1

tq − 1
, tpq

t−pq − 1

t−p − 1

〉
, ∆(π) =

(tpq − 1)(t− 1)

(tp − 1)(tq − 1)
.

これは (p, q)-torus knotのAlexander polynomialを表す.

Definition 1.26. (Order of a module)
Kを commutative ring、Hを finitely generated K-module とする. この

とき、f : Km → Kn K-homomorphism で、Coker (f) ∼= H、nが有限であ
るものが存在する. mは無限かも知れないことに注意する.

Km f−−−→ Kn → H → 0 , exact

KがNoetherianならばmを有限に取れる.
Aを f のm × n-presentation matrix、E(H)をAの n次小行列式で生成

されるKの ideal とする. これはHの presentationによらず一意的に決まる.
Kが unique factorization domain (UFD)のとき、

ord (H) := gcd(E(H))

と定義する. H の orderという. これは±u (uはHの unit)倍の自由度で決
まる.

Example 1.27. K = Z, H = Z/aZ⊕ Z/bZ (a, b > 0)

Hの presentation matrixは
(
a 0
0 b

)
なので、ord (H) = ab.
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X を finite CW-complex、H := H1(X), G := H/Tor (H), pr : Z[H] →
Z[G] を natural projectionとする. Z[G]はZ上の有限次 Laurent多項式環な
ので、Noetherian UFDである. よって、finitely generated Z[G]-module M
に対して ord (M)はwell-definedである.

Definition 1.28. (Alexander function)
q : X̃ → X をmaximal free abelian covering で、Cpr

∗ (X) = C∗(X̃) は
finitely generated Z[G]-chain complexである. このとき、

A(X) :=
m∏

i=0

[ord (Hpr
i (X))](−1)i+1 ∈ Q(Z[G])

をXのAlexander functionと定義する. これは±g (g ∈ G)倍の自由度で決ま
る. Cpr

∗ (X)がnon-acyclicであれば、A(X) = 0とする. また、finite CW-pair
(X,Y )に対して、A(X,Y )も同様に定義できる.

Example 1.29. (1) X = S1

Hpr
1 (X) = 0, Hpr

0 (X) = Z[t, t−1]/(t− 1).
ord (Hpr

1 (X)) = 1, ord (Hpr
0 (X)) = t− 1. A(S1) = (t− 1)−1.

(2) X = S1 × S1

Hpr
2 (X) = 0, Hpr

1 (X) = 0, Hpr
0 (X) = Z[t±1

1 , t±1
2 ]/(t1 − 1, t2 − 1).

ord(Hpr
2 (X)) = ord(Hpr

1 (X)) = 1, ord(Hpr
0 (X)) = gcd(t1−1, t2−1) = 1.

A(S1 × S1) = 1.

以下の定理は重要である.

Theorem 1.30. (Turaev [25]) Let (X,Y ) be a finite CW-pair. Then

τpr (X,Y ) = A(X,Y ).

これにより、Alexander functionがMilnor torsionの第 2の定義と見なす
ことができる. これの証明には、matrix τ -chainという道具を用いる. いか
にもこれの証明のためだけに作られた道具で、他に応用はなさそうだが、な
かなか味わいのある証明である. 線形代数の延長と言ってもよい.

次は、3-dimensional manifoldにおいてMilnor torsionとAlexander poly-
nomial の関係を述べた重要な定理である.

Theorem 1.31. (Turaev [25], [27]) Let M be a connected compact 3-dimensional
manifold with χ(M) = 0, and H = H1(M). If rank (H) ≥ 2, then τpr (M) =
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∆(M). If rank (H) = 1 and H/Tor (H) = 〈t〉 ∼= Z, then

τpr (M) =





∆(M) · (t− 1)−1 (∂M 6= ∅ or w1(Tor (H)) 6= 1),
∆(M) · (t− 1)−2 (∂M = ∅, and w1(H) = 1),
∆(M) · (t2 − 1)−1 (∂M = ∅, w1(Tor (H)) = 1, and w1(H) 6= 1).

これの証明法は、多様体のPoincaré dualityを用いる. 以下、状況を絞っ
ていく.

Corollary 1.32. Let Σ be a homology 3-sphere, K a knot in Σ, and H1(Σ−N(K)) =
〈t〉 ∼= Z. Then

τ(Σ−N(K)) = ∆K(t)(t− 1)−1.

Proof Theorem 1.31で、rank (H) = 1, ∂M 6= ∅の場合である.

Notation (1) Homology 3-sphere Σ内の knot Kに沿って p/q-surgeryした
結果の多様体をΣ(K; p/q)と表す.

(2) d (≥ 2)を pの約数とし、ζ を 1の原始 d乗根とする. このとき、ψd :
Z[t, t−1]/(tp − 1) → Q(ζ) ring homomorphism を ψd(t) = ζ から導かれるも
のとする.

Corollary 1.33. (Turaev [24], [25], [26]) Let p and q be integers satisfying
(p, q) = 1, |p| ≥ 2 and q 6= 0, d (≥ 2) a divisor of p, and ζ a primitive d-th
root of unity. Then

τψd(Σ(K; p/q)) = ∆K(ζ)(ζ − 1)−1(ζ q̄ − 1)−1,

where qq̄ ≡ 1 (mod p).

Proof Theorem 1.15 (excision), Proposition 1.20とCorollary 1.32より導か
れる.

1の p乗根だけを調べるのではなく、あらゆる pの約数 d乗根で調べるこ
とが後に効いてくる (Main Theorem 2の証明を参照). 特にKを trivial knot
とすると以下が導かれる.

Theorem 1.34. (Reidemeister [20]; Franz [6]) Let L(p, q) be the (p, q)-lens
space. Then

τψd(L(p, q)) = (ζ − 1)−1(ζ q̄ − 1)−1,

where qq̄ ≡ 1 (mod p).
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後で出てくるFranzの定理（Theorem 2.4）を用いることにより、lens space
の分類定理を導くことができる.

Theorem 1.35. (Reidemeister [20]; Franz [6]; Brody [1]; Przytycki-Yasuhara
[19]) Two lens spaces L(p, q) and L(p′, q′) are homeomorphic if and only if
(1) p = p′, and (2) q ≡ ±q′ (mod p) or qq′ ≡ ±1 (mod p).

Reidemeister torsionは少なくとも lens spaceに対しては完全な invariant
である. 他の homology lens spaceに対してどれ程効力があるかを調べるのが
この稿のテーマである.

1.4. Examples

いくつか計算例を挙げる.

Example 1.36. (1) X = S1 × S2

H1(S
1×S2) = 〈t〉 ∼= Z. X = S1×S2を2つの solid torus T1, T2 (∼= S1×D2)

の和に分割する (Figure 8).
H1(Ti) = 〈ti〉 ∼= Z (i = 1, 2), T1 ∩ T2 = ∂T1 = ∂T2

∼= S1 × S1.
T1 ∩ T2 ↪→ T1, T1 ∩ T2 ↪→ T2を介して、H1(X)で t1 = t2 = tの関係式が

入る.

t1 t2

T1 T2

Figure 8: decomposition of S1 × S2

τ(S1 × S2) = (t1 − 1)−1(t2 − 1)−1 · 1−1|t1=t2=t = (t− 1)−2.

(2) X = S1 × Sn (n ≥ 2)
H1(S

1 × Sn) = 〈t〉 ∼= Z.
(1)と同様にするが、nについての帰納法で以下の結果を示す方法がよい.

τ(S1 × Sn) =

{
(t− 1)−2 (nは偶数)
1 (nは奇数)

結果的に、n = 1の場合でも正しくなっている.
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(3) X = S1×Bn (Bnは、n個の 1-cell、1個の 0-cell よりなるブーケ. n ≥ 2)
H1(S

1 ×Bn) = H1(S
1)⊕H1(Bn) = 〈t〉 ⊕ 〈t1, · · · , tn〉 = 〈t, t1, · · · , tn〉 ∼= Zn+1.

tはH1(S
1)の生成元、ti (i = 1, · · · , n)は各Bnの 1-cell に対応する元とする.

S1 ×Bnは、n個の torusを longitudeに沿って接着した空間と見なせる.

τ(S1 ×Bn) = (t− 1)n−1.

これも結果的に、n = 1の場合でも正しくなっている.

(4) X = S1 × Y
(2), (3)より、

τ(S1 × Y ) = (t− 1)−χ(Y ).

ここで χ(Y )は、Y の Euler numberである.
証明は、Y の cell分割をして、Y の cellを eとするとき、S1× eを低い次

元の順に接着していく手法である. その際、偶数と奇数で状況が異なること
に注意.

これより、S3内の fibred knot complementが trivial bundle になるのは、
trivial knot complementのときのみである.

(5) X =Klein bottle
H1(X) ∼= Z⊕ Z2, H1(X)/Tor (H1(X)) = 〈t〉 ∼= Z.

torusと同様な分割だが、Z-coveringであることに注意.

τ(X) = 1 · (t+ 1) · (t+ 1)−1 = 1.

(6) X = S1上のBn-bundleで、rank (H1(X)) = 1 となるもの.

f : Bn → Bnをmonodromy mapとする. (Figure 9)
f∗ : H1(Bn) → H1(Bn)は isomorphismになる. 自明な basisにより f∗を

表現したものをAとする. このとき、det(A) = ±1.
Iを単位行列として、r = rank (A− I)とおくと、H1(X)/Tor (H1(X)) ∼=

Zn+1−r.

rank (H1(X)) = 1 ⇐⇒ r = n、である.
2-cellを σi、1-cellを τi, α、0-cellを xとする.
∂(σi) = tf∗(τi)− τi,
∂(τi) = 0, ∂(α) = (t− 1)x.

τ(X) = (t− 1)−1 det(tA− I).
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t

τ

α

i
x

σi

Figure 9:

特にこれより、fibred knotの最高次の係数が±1であることと、Alexander
polynomialの次数の 1/2が、minimal genusと一致することがわかる.

(7) X = (p, q)-torus knot complement
H1(X) = 〈t〉 ∼= Z.
S3 を 2つの solid torus T1, T2 の和に分割する. (p, q)-torus knot K は、

∂T1 = ∂T2の上に乗っていると見る. このときKの近傍N(K)は、T1, T2を削
る. その削られた結果も solid torusで、それらをX1, X2とする. X = X1∪X2

で、X1 ∩X2は annulusである.

X1の coreを l1、merideanをm1、
X2の coreを l2、merideanをm2とすると、
H1(X1 ∩X2) ∼= Zの生成元が、[l1]

p[m1]
qまたは [l2]

q[m2]
pと表される.

[m1] = 1, [m2] = 1である. [l1] = t1, [l2] = t2とおく.

τ(X1) = (t1 − 1)−1, τ(X2) = (t2 − 1)−1.
H1(X)では、tp1 = tq2である.
t1 = tq, t2 = tpとすると、tp1 = tq2 = tpqが成立.
τ(X1) = (tq − 1)−1, τ(X2) = (tp − 1)−1, τ(X1 ∩X2) = (tpq − 1)−1.

τ(X) = (tp − 1)−1(tq − 1)−1(tpq − 1).

これより、(p, q)-torus knotのAlexander polynomialは

∆(X) =
(tpq − 1)(t− 1)

(tp − 1)(tq − 1)
.
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2. Rational surgery along a torus knot

2.1. Moser’s Theorem

Main Theorem 1の動機となった定理を述べる. S3内の torus knotに沿う
rational surgeryの結果の多様体を分類したものである.

Theorem 2.1. (Moser [16]; Gordon [8]; Shimozawa [23]) Let Kr,s be the
(r, s)-torus knot in S3, and M = S3(Kr,s; p/q) the result of p/q-surgery along
Kr,s where |p|, |r|, |s| ≥ 2 and q 6= 0. Then there are three cases :

(1) If |p−qrs| 6= 0, then M is a Seifert fibered space with three singular fibers
of multiplicities |r|, |s| and |p− qrs|. In particular,

(2) if |p− qrs| = 1, then M is the lens space L(p, qr2) (Figure 1).

(3) If |p − qrs| = 0 (p/q = rs), then M is the connected sum of two lens
spaces, L(r, s)]L(s, r).

Reidemeister torsionを用いてこの結果にどれ程迫れるのか探っていく.
Figure 1 (p4)は、(2, 3)-torus knot (trefoil) K2,3 の 5-surgeryの結果が lens
space L(5, 1) になることを表している (cf. [21], [23]). これらのReidemeister
torsionは一致するはずである. M = S3(K2,3; 5)、ζを 1の原始 5乗根として
Reidemeister torsionを計算する. Corollary 1.33, Theorem 1.34より、

τψ5(M) = (ζ2 − ζ + 1)(ζ − 1)−2, τψ5(L(5, 1)) = (ζ − 1)−2.

これらの式は見かけ上違うものに見える. Reidemeister torsionは±ζm倍の
違いで定義されるので、

ζ2 − ζ + 1 = ±ζm

が成り立つのではないか、と思うかも知れない. しかし、

|ζ2 − ζ + 1| = |1− 2 cos(2πk/5)| 6= | ± ζm| = 1

より、それは否定される. それではどうすれば同一視できるのだろうか？実
は、(p, q)-torus knotのAlexander polynomial の公式までさかのぼると次の
変形ができる. （ζ5 = 1も使う.）

τψ5(M) = (ζ2 − ζ + 1)(ζ − 1)−2 =
(ζ6 − 1)(ζ − 1)

(ζ3 − 1)(ζ2 − 1)
(ζ − 1)−2

=
(ζ − 1)(ζ − 1)

(ζ−2 − 1)(ζ2 − 1)
(ζ − 1)−2 = −ζ2(ζ2 − 1)−2.
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はじめの−ζ2はともかく、ζ を ζ2に置きかえた形で同一視できる. つまり、
ψ5の取り方にも自由度があるのを見過ごしていたのである.

ψ5 : Z[t, t−1]/(t5 − 1) → Q(ζ)

において、ψ5(t) = ζと定義したが、ψ5(t) = ζ2としても本質は変わらないの
である. σ : ζ → ζ2はGalois群Gal (Q(ζ)/Q)に属する元で、一般の場合に
もこの自由度を考慮すべきである. 以後、この “隠れた”自由度をいかに捕ま
えるか、あるいは回避するかに心を砕いていく.

2.2. Main Theorem 1

Reidemeister torsionの値が一致した 2つの空間が本当に同相か？という
所まではこの稿では扱わない. ひとまず値が同じかどうかに関心を向ける.

Definition 2.2. (Lens space type)
ζを 1の原始 p乗根とする. このとき、a ∈ Q(ζ)が lens space type である

とは、

a = ±ζm(ζ i − 1)−1(ζj − 1)−1 m, i, j ∈ Z; (i, p) = 1, (j, p) = 1

の形に表されるときをいう.
Mは orientable closed 3-manifoldで、H1(M) ∼= Z/pZ (|p| ≥ 2) であると

する. つまり、Mはhomology lens spaceであるとする. tをH1(M)の生成元、
d (≥ 2)をpの約数として、ξdを1の原始d乗根とする. ψd : Z[t, t−1]/(tn−1) →
Q(ξd) を ψd(t) = ξdで決まる環準同形とする. 任意の dに対して τψd(M)の
値が lens space typeのとき、M そのものが lens space typeであると定義す
る. Theorem 1.34より、通常の lens spaceは lens space typeである.

Remark 2.3. あらゆる ψdを取ることによって、Reidemeister torsionの上
ではできる限りのことをやっているのである. なぜなら、Z[t, t−1]/(tn − 1)
からの任意の準同形 ϕの像 Im (ϕ)となり得るものは、準同形定理により、
Z[t, t−1]/(tn − 1)をある idealで割ったものである. 言いかえると、Z[t, t−1]
を、(tn − 1)を含む idealで割ったものである. これは tn − 1の約元で生成さ
れる. さらに zero divisorを持たないようにするためには、既約元で生成され
るべきである. すると必然的に Im (ϕ) ∼= Z[ξd] になるのである.

Notation

∆r,s(t) :=
(trs − 1)(t− 1)

(tr − 1)(ts − 1)
((r, s) = 1),

ここで (r, s)は rと sの最大公約数を表す. (r, s) = 1は rと sが互いに素と
いうことである. これは (r, s)-torus knotのAlexander polynomial と同じで
ある.
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Main Theorem 1 Let Kr,s ((r, s) = 1) be a knot in a homology 3-sphere
Σ with its Alexander polynomial ∆r,s(t), and M = Σ(Kr,s; p/q) the result of
p/q-surgery along Kr,s where |p|, |r|, |s| ≥ 2 and q 6= 0. Then M is of lens
space type if and only if the following (1) and (2) hold.

(1) (p, r) = 1, and (p, s) = 1, and

(2) r ≡ ±1 (mod p) or s ≡ ±1 (mod p) or qrs ≡ ±1 (mod p).

この証明のための準備をする.

Theorem 2.4. (Franz [6]) Let ζ be a primitive n-th root of unity, S the set
of non-zero divisors in Z/nZ. Let {aj (j ∈ S)} be integers satisfying the
following conditions:

(1) a−j = aj, (2)
∑

j∈S
aj = 0, (3)

∏

i∈S
(ζ i − 1)ai = 1.

Then aj = 0 for all j ∈ S.

この定理の証明は L関数の理論を用いる.

Definition 2.5. (Norm of an algebraic number)
F/Q を有限次 Galois 拡大とする. α ∈ F のこの拡大に関する norm

NF/Q(α)は以下で定義される.

NF/Q(α) :=
∏

σ∈Gal (F/Q)

σ(α).

要するにGalois群でクルクル回してザッと掛けたものである. 同じ αの
normでも拡大が変われば値も変わることに注意. 例えば、

NQ(
√

2)/Q(
√

2) = 2, NQ(
√

2+i)/Q(
√

2) = 4

である. しかし、αの最小多項式の定数項のベキの±1倍であることには変
わりがない. この他、normに関して成り立つ基本的なことをまとめておく.

Notation 拡大F/Qが明らかなときは、NF/Q(α)を単にN(α)と表す. 以降
の話では F は円分体（cyclotomic field）であることが主である. 円分体とは
Q(ζ) (ζは 1のベキ根) のことである.

Proposition 2.6. Let F/Q be a finite Galois extension, and α an element
of F . We denote NF/Q(α) by N(α). Then

(1) N(α) ∈ Q,
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(2) if α is an algebraic integer ( i.e. its minimal polynomial is a monic
polynomial over Z), then N(α) ∈ Z,

(3) if α is an algebraic integer, then α−1 is also an algebraic integer if and
only if N(α) = ±1.

Proof of Main Theorem 1

Case 1. (p, r) = 1かつ (p, s) = 1のとき
まず条件について確認しておく. 以下の 1©, 2©は同値である.

1© (p, r) = 1かつ (p, s) = 1,

2© 任意の pの約数 d (≥ 2)に対して (d, r) = 1かつ (d, s) = 1.

d (≥ 2)を pの約数として、ξを 1の原始 d乗根とする.

τψd(M) = ∆r,s(ξ)(ξ−1)−1(ξ q̄−1)−1 = (ξrs−1)(ξr−1)−1(ξs−1)−1(ξ q̄−1)−1.

この値が±ξm(ξi − 1)−1(ξj − 1)−1 ((i, d) = 1, (j, d) = 1) となる必要十分条
件を求める. つまり、

(ξrs − 1)(ξi − 1)(ξj − 1) = ±ξm(ξr − 1)(ξs − 1)(ξ q̄ − 1)

となる必要十分条件を求める. 両辺に複素共役をかけて整理すると、

(ξrs − 1)(ξ−rs − 1)(ξi − 1)(ξ−i − 1)(ξj − 1)(ξ−j − 1)

= (ξr − 1)(ξ−r − 1)(ξs − 1)(ξ−s − 1)(ξ q̄ − 1)(ξ−q̄ − 1).

Theorem 2.4より、

{rs,−rs, i,−i, j,−j (mod d)} = {r,−r, s,−s, q̄,−q̄ (mod d)}.

(i) rs ≡ ±s (mod d)または rs ≡ ±r (mod d)のとき
r ≡ ±1 (mod d)または s ≡ ±1 (mod d)と同値である.

(ii) rs ≡ ±q̄ (mod d)のとき
qrs ≡ ±1 (mod d)と同値である.

d = pのときに、r ≡ ±1 (mod d)または s ≡ ±1 (mod d)または qrs ≡
±1 (mod d) であれば、他の d (≥ 2)でも成り立つ.
ちなみに、(i)のとき、τψp(M) = τψp(L(p, q)), (ii)のとき、τψp(M) =

τψp(L(p, rs̄)).
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Case 2. (p, r) = d ≥ 2のとき
この条件が成り立てば、(d, s) = 1であることを確認しておく.

p = p′d, r = r′dとする. tを不定元とする.

∆r,s(t) =
(trs − 1)(t− 1)

(tr − 1)(ts − 1)
=

trs − 1

td − 1
· (t− 1)

tr − 1

td − 1
· (ts − 1)

=
t(p

′s−1)d + · · ·+ td + 1

t(r′−1)d + · · ·+ td + 1
· t− 1

ts − 1
.

ξを 1の原始 d乗根とする. このとき、

τψd(M) = s(ξs − 1)−1(ξ q̄ − 1)−1.

これが±ξm(ξi − 1)−1(ξj − 1)−1 ((i, d) = 1, (j, d) = 1)になり得ないことを
示す.

円分拡大Q(ξ)/Qの拡大次数はϕ(d)である. （ϕ(n)はEuler関数. 3.2を
参照のこと.）NQ(ξ)/Q(α)をN(α)と表す.

N(s(ξs − 1)−1(ξ q̄ − 1)−1) = N(s)N(ξs − 1)−1N(ξ q̄ − 1)−1,

N(±ξm(ξi − 1)−1(ξj − 1)−1) = N(±ξm)N(ξi − 1)−1N(ξj − 1)−1.

N(s) = sϕ(d) (|s| ≥ 2), N(±ξm) = ±1,

N(ξs − 1) = N(ξ q̄ − 1) = N(ξi − 1) = N(ξj − 1) 6= 0

より、両者は等しくなり得ない. よって、τψd(M)になり得ない.
以上により、Case 2は除かれて、Case 1のみが残る.

3. Rational surgery along a genus 1 knot

3.1. Goda-Teragaito’s Theorem

Main Theorem 2の動機となった定理を述べる. S3内の hyperbolic knot
に沿う surgeryを調べた結果の一部で、genus 1 knotから lens spaceを生じ
たならば、その knotは trefoilであるであることを述べたものである.

Theorem 3.1. (Goda-Teragaito [7]) Let K be a genus 1 knot in S3. If a
rational surgery along K yields a lens space, then K is the trefoil.

34



3.2. Cyclotomic polynomial

Main Theorem 2の証明には、円分多項式にまつわる事実を使う. 証明は
[29]などを参照されたい. 実は 4章（今回は割愛する）で利用する結果も含
んでいる. 念のために記しておく.

Definition 3.2. (Euler function)

ϕ : N → Nを ϕ(n) :=
∣∣∣(Z/nZ)×

∣∣∣ (n ≥ 2), ϕ(1) = 1

で定義したものを Euler functionという.

Proposition 3.3. (1) If (m,n) = 1, then ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

(2) Let p be a prime number, and r ≥ 1. ϕ(pr) = pr − pr−1 = pr−1(p− 1).

(3) Let n =
m∏

i=1

prii be a prime factorization of n. ϕ(n) =
m∏

i=1

pri−1
i (pi − 1).

(4) If n ≥ 3, then ϕ(n) is even.

(5) n =
∑

d|n
ϕ(d) =

∑

d|n
ϕ

(
n

d

)
.

Definition 3.4. (Möbius function)

µ : N → {−1, 0, 1}をµ(n) :=





1 (n = 1)
(−1)m (n = p1 · · · pm;互いに異なる素数の積)
0 (その他)

で定義したものをMöbius functionという.

Proposition 3.5. (1) If (m,n) = 1, then µ(mn) = µ(m)µ(n).

(2) ϕ(n) =
∑

d|n

n

d
· µ(d) =

∑

d|n
d · µ

(
n

d

)
.

(3) Let ζ be a primitive n-th root of unity.
∑

i∈(Z/nZ)×
ζ i = µ(n).

Definition 3.6. (Cyclotomic polynomial)
ζを 1の原始 n乗根とするとき、

Φn(x) :=
∏

i∈(Z/nZ)×
(x− ζ i)

を n-th cyclotomic polynomialと定義する.
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Proposition 3.7. (1) Φ1(x) = x− 1.

(2) Φn(x) is an irreducible monic polynomial over Z.

(3) The degree of Φn(x) is ϕ(n).

(4) xϕ(n)Φn(x
−1) = Φn(x) (n ≥ 2).

(5) Let p be a prime number, and r ≥ 1.

Φpr(x) = xp
r−1(p−1) + xp

r−1(p−2) + · · ·+ xp
r−1

+ 1.

(6) xn − 1 =
∏

d|n
Φd(x).

(7) Φn(1) =





0 (n = 1)
p (n = pr; p is a prime number)
1 (otherwise)

(8) Φn(x) =
∏

d|n
(x

n
d − 1)µ(d).

(9) Let n =
m∏

i=1

prii be a prime factorization of n.

Φn(x) = Φp1···pm(xp
r1−1
1 ···prm−1

m )

.
3.3. Main Theorem 2

次数 2の Alexander polynomialを持つ knotに沿う surgeryがいつ lens
space typeになり得ないかを述べたのがMain Theorem 2である.

Notation ∆n(t) := n(t− 1)2 + t = nt2 − (2n− 1)t+ n (n 6= 0).

Main Theorem 2 Let K be a knot in a homology 3-sphere Σ with its Alexan-
der polynomial ∆K(t) = ∆n(t), and M = Σ(K; p/q) the result of p/q-surgery
along K where |p| ≥ 2 and q 6= 0. Let d (≥ 2) be a divisor of p, ξd a primitive
d-th root of unity, ψd : Z[t, t−1]/(tp− 1) → Q(ξd) a homomorphism such that
ψd(t) = ξd, and τψd(M) the Reidemeister torsion associated to ψd. Then the
following (1) and (2) hold.

(1) If n ≤ −1, then τψp(M) is not of lens space type.

(2) If |n| ≥ 2 and d is a prime number, then τψd(M) is not of lens space
type.
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これにより以下が導かれる.

Corollary 3.8. In the same assumption as Main Theorem 2, if M is of lens
space type, then

∆K(t) = t2 − t+ 1 (n = 1).

この結果は Theorem 3.1 の代数的な翻訳になっていて、さらに以下の
Ozsváth-Szabó [17] の結果の一部の拡張になっている.

Theorem 3.9. (Ozsváth-Szabó [17]) Let K be a knot in S3, and M =
S3(K; p) the result of p-surgery along K where p is an integer. If M is
a lens space, then the Alexander polynomial of K is the following form

∆K(t) = (−1)m +
m∑

j=1

(−1)m−j(tsj + t−sj),

where 0 < s1 < s2 < · · · < sm.

つまり、次数 2 の場合に限ると、S3 を homology 3-sphere Σ に、整数
surgeryを有理数 surgeryに拡張している.

Main Theorem 1の Case 2の証明 (p34)を観察すると、τψd(M)の norm
が lens space typeな数の norm と一致するための条件がわかる.

Lemma 3.10. Let K be a knot in a homology 3-sphere Σ with its Alexander
polynomial ∆K(t), and M = Σ(K; p/q) the result of p/q-surgery along K
where |p| ≥ 2 and q 6= 0. If M is of lens space type, then

NQ(ξd)/Q(∆K(ξd)) = ±1 (d|p, d ≥ 2).

∆K(ξd)が代数的整数環 Z[ξd]の中で unit (Proposition 2.6 (3))であるこ
とを言っている. 実は∆K(t)がZ[Zn]の中で unitであることまで言える.

Definition 3.11. (Norm polynomial)
ζを 1の原始 p乗根とするとき、

fp(n) := NQ(ζ)/Q(∆n(ζ))

を norm polynomialと定義する. これは nについてのZ係数の多項式となる.
∆n(t) = 0の根を α1, α2とする. このとき以下の変形が重要である.

fp(n) =
∏

i∈(Z/nZ)×
n(ζ i − α1)(ζ

i − α2) = nϕ(p)Φp(α1)Φp(α2).
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Main Theorem 2よりも強い主張である以下を示す.

Theorem 3.12. (1) If n ≤ −1, then fp(n) 6= ±1.

(2) If |n| ≥ 2 and p is a prime number, then fp(n) 6= ±1.

特に p = 2のとき、f2(n) = ∆n(−1) = 4n− 1より、n 6= 0で f2(n) 6= ±1
となる. 以下、p ≥ 3を仮定する.

Proposition 3.13. The degree of fp(n) is ϕ(p).

Proof ∆n(ζ
i) = (1− ζ i)2n+ ζ i (i ∈ (Z/nZ)×) は nの 1次式である.

Lemma 3.14. If p ≥ 3, then there exists a polynomial gp(n) of n over Z
such that fp(n) = {gp(n)}2.

Proof ∆n(ζ) = ζ2∆n(ζ
−1).

δ(ζ) :=
∆n(ζ)

ζ
=
∆n(ζ

−1)

ζ−1

とおく. このとき、δ(ζ) ∈ Q(ζ + ζ−1)である.
ζ 6= ζ−1より、[Q(ζ) : Q(ζ+ζ−1)] = 2なので、[Q(ζ+ζ−1) : Q] = ϕ(p)/2.

gp(n) := NQ(ζ+ζ−1)/Q(δ(ζ))

とすればよい.

fp(n), gp(n)を以下のように展開しておく.

fp(n) =
ϕ(p)∑

i=0

ain
i, gp(n) =

ϕ(p)/2∑

j=0

bjn
j.

Lemma 3.15. aϕ(p) = {Φp(1)}2 and a0 = 1.

Proof aϕ(p) = NQ(ζ)/Q((1− ζ)2) = {Φp(1)}2, a0 = NQ(ζ)/Q(ζ) = 1.

Lemma 3.16. fp(n) and gp(n) are alternating polynomials.

Proof

δ(ζ) =
∆n(ζ)

ζ
= 1− 2{1− cos(2πk/p)}n.

ここで、(k, p) = 1なので、これらの積は alternating.

Proof of Theorem 3.12. (1) n ≤ −1のとき、fp(n) ≥ aϕ(p)+a0 ≥ 1+1 = 2
より、fp(n) 6= ±1.
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Corollary 3.17. We can take bϕ(p)/2 = Φp(1) and b0 = (−1)ϕ(p)/2.

Proof Lemma 3.15, Lemma 3.16より得られる.

Lemma 3.18. a1 = 2µ(p) − 2ϕ(p). In particular, if p is an odd prime
number, then a1 = −2p and b1 = (−1)ϕ(p)/2−1p.

Proof a1 =
∑

i∈(Z/pZ)×
(1− ζ i)2NQ(ζ)/Q(ζ)

ζ i
=

∑

i∈(Z/pZ)×
(ζ i + ζ−i − 2)

= 2
∑

i∈(Z/pZ)×
ζ i − 2ϕ(p).

Proposition 3.5. (3)より、a1 = 2µ(p)− 2ϕ(p).

特に pが奇素数のとき、a1 = 2− 2(p− 1) = −2p.

(· · ·+ b1n+ b0)
2 = · · ·+ 2b0b1n+ b20

より、b1 = (−1)ϕ(p)/2−1p.

Lemma 3.19. If p is a prime number, then fp(n) = np(αp1 − 1)(αp2 − 1).

Proof
np(αp1 − 1)(αp2 − 1)

fp(n)
= n(α1 − 1)(α2 − 1) = ∆n(1) = 1.

Lemma 3.20. If p is an odd prime number, then

bj ≡ 0 (mod p) (j = 1, · · · , ϕ(p)/2).

Proof fp(n) = np(αp1 − 1)(αp2 − 1) ≡ np(α1 − 1)p(α2 − 1)p

= {n(α1 − 1)(α2 − 1)}p = 1p = 1 (mod (p)).

ここで (p)は、pで生成される nの多項式環Z[n] の ideal.
Z[n]/(p) ∼= (Z/pZ) [n]はUFDなので、fp(n) = {gp(n)}2 ≡ 1 (mod(p))か

ら gp(n) ≡ ±1 (mod (p))となる. これは、

bj ≡ 0 (mod p) (j = 1, · · · , ϕ(p)/2)

を意味する.

Proof of Theorem 3.12. (2) p = 2の場合は終わっているので、pは奇素
数とする. Lemma 3.20より、Z上の多項式 hp(n)が存在して、

gp(n) = pn · hp(n) + b0.
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p ≥ 3より、fp(n) = ±1と hp(n) = 0は同値.

hp(n) =
N∑

k=0

ckn
k

とするとき、Corollary 3.17, Lemma 3.18より、cN = 1, c0 = ±1. これより、
hp(n) = 0ならば、n = ±1. （高校数学！）よって |n| ≥ 2のとき、hp(n) 6= 0.
つまり、fp(n) 6= ±1.

例えば、h3(n) = 1, h5(n) = n − 1, h7(n) = (n − 1)2, h11(n) = (n −
1)(n3 − 4n2 + 3n− 1).

Corollary 3.21. Let K be a knot in a homology 3-sphere Σ with its Alexander
polynomial ∆K(t), and M = Σ(K; p/q) the result of p/q-surgery along K
where |p| ≥ 2 and q 6= 0. If ∆K(t) can be divided by ∆n(t) (n 6= 0, 1), then
M is not of lens space type.

Proof N(∆K(ζ)) はN(∆n(ζ))で割り切れて、N(∆n(ζ)) 6= ±1である.

Question 3.22. If Σ(K; p/q) is of lens space type, then is ∆K(t) a product
of cyclotomic polynomials ?

せっかくQuestionにしておきながら恐縮だが、これには反例がある. K
を (−2, 3, 7)-pretzel knotとする (Figure 10). Fintushel-Stern[4]により、K
に沿う 18-, 19-surgeryが lens spaceになることが知られている. ところが、

∆K(t) = t10 − t9 + t7 − t6 + t5 − t4 + t3 − t+ 1

はZ上 irreducibleだが、1のベキ根を解に持たないので反例である (cf. [9]).

Figure 10: (−2, 3, 7)-pretzel knot

4. Generalizations and Applications

この章は割愛させていただきます. すいません.
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