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概 要

二次元円板 D上の homeo. から定まる力学系について、ある周期軌
道の様子から、組みひもの理論を用いると、他の周期軌道の存在性や位
相的エントロピーの下からの評価が得られることを解説する。

参考文献として、[4, 18]をあげておく。関連する話題として、Nielsen不動
点理論（Jiang、松岡 etc）や homoclinic tangle理論 (Collins) があるが、い
つかまた若手勉強会で話ができるようにがんばります。

1 力学系

以下、T で、R、Z、R+ := {x ∈ R | x ≥ 0}、または、Z+ := Z ∩ R+ を

表す。

定義 1. X を集合とし、φ : X × T → X を写像とする。

(i) φ(x, 0) = x

(ii) φ(x, s + t) = φ(φ(x, s), t) for ∀s,∀t ∈ T

が、任意の x ∈ X について成り立つとき、φを力学系という。

記号 1. φ(x, t)を、φt(x)と表すことにする。このとき、定義 1.の条件 (i) ⇔
φ0 = id. となり、条件 (ii) ⇔ φs+t = φs ◦ φt となる。

以下、X は位相空間、かつ、φ : X × T → X は連続写像と仮定する。この

ときの φを位相力学系という。

定義 2. T = ZorZ+のとき、離散力学系、T = RorR+のとき、連続力学系と

いう。T = Rの連続力学系を流れ（flow）、T = R+ の連続力学系を半流

（semi flow）ともいう。

記号 2. 写像 f : X → X に対して、fn で

n︷ ︸︸ ︷
f ◦ f ◦ · · · ◦ f を表す。
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T = Z,Z+ の離散力学系 φに対し、 f := φ1とおくと、φn = fnが成り立

つ。つまり、f = φ1のみで、φ : X×T → Xが定まる。よって、f : X → X

を力学系といってしまうことが多い。

定義 3. 力学系 φ : X × T → X、X 3 xに対し、

Oφ(x) :=
{

φt(x)
∣∣ t ∈ T

}

を xの軌道という。

定義 4. φ : X × T → X を力学系とする。T = Z, or, Z+ のとき、 f := φ1

として、 fn(x) = xとなる点 xを（φの）周期点といい、

Of (x) = {fn(x) | n ∈ T}

を（周期点 xの）周期軌道、

n0 := min {n ∈ T | fn(x) = x, n > 0}

を（周期点 xの）周期という。T = R, or, R+のとき、∃t̃ > 0 s.t. φt̃(x) = x

をみたす点 xを（φの）周期点といい、

Oφ(x) =
{

φt(x)
∣∣ t ∈ T

}

を（周期点 xの）周期軌道、

t0 := min
{
t ∈ T

∣∣ φt(x) = x, t > 0
}

を（周期点 xの）周期、φt(x) = x for ∀t ∈ T となる点 xを（φの）平衡点と

いう。

一般に、力学系研究の目標は、与えられた力学系 φ : X × T → X が、

• どのような軌道をもつか？

• どのような不変集合（:= Y ⊂ X s.t. φ1(Y ) = Y）を持つか？

を調べることである。

次に、力学系の軌道の多様さを測る一つの量として、位相的エントロピーを

定義する（c.f. [1]）。以下、X を compact space とし、f : X → X を連続写

像とする。

まず、αをXの開被覆 (i.e. α = {A1, · · · , An}, Ai: open in X,
⋃

i

Ai = X)

とし、

N(α) := min{#α′ | α′ ⊂ α, open cover of X}
H(α) := log N(α)

とする。
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定義 5.

h(f, α) := lim
n→∞

1
n

H
(
α ∨ f−1(α) ∨ · · · ∨ f−(n−1)(α)

)

を αに関する f のエントロピーという。

ここで、f−1、∨の意味は、
• f−1(α) :=

{
f−1(A)

}
A∈α

• α ∨ β := {A ∩B}A∈α,B∈β for β: X の開被覆

であり、得られたものは、再び、X の開被覆になる。

定義式の右辺の limの存在は、次の Remark と Lemma から保証される。

注. α、β をX の開被覆とする。

1. H(α ∨ β) ≤ H(α) + H(β) が成立。

∵ α′ :=
{
A1, . . . , AN(α)

}
、および、β′ :=

{
B1, . . . , BN(β)

}

を、 X を覆う最小成分数の α、および、βの sub-coverとす
る。すると、 α′∨β′ = {Ai ∩Bj}1≤i≤N(α),1≤j≤N(β) となり、

よって成立。

2. H
(
f−1(α)

) ≤ H(α)、とくに、 f が homeo. のとき、 H
(
f−1(α)

)
=

H(α)が成立。

∵ 再び、α′ :=
{
A1, . . . , AN(α)

}
を、 X を覆う最小成分数の

αの sub-coverとする。すると、
{
f−1(A1), . . . , f−1(AN(α))

}

は、 f−1(α)のX を覆う sub-coverとなり、よって成立。

補題 1. 正の実数列 {an}n≥1 が、∀n、∀mに対し、an+m ≤ an + am を満た

すならば、数列 {an

n }には極限が存在。
定義 6.

h(f) := sup
{

h(f, α)
∣∣∣ αはX の開被覆

}

を、f の位相的エントロピーという。

命題 (位相的エントロピーの性質). f : X → X、g : Y → Y を連続写像と

する。

1. ∃h : X → Y、全射連続写像 s.t.

X
f−−−−→ Y

h

y �
yh

X
g−−−−→ Y

⇒ h(f) ≥ h(g).

とくに、h: homeo. ならば h(f) = h(g)が成立。

2. k > 0、fk : X → X に対して、h(fk) = kh(f)が成立。

3. f : homeo. ならば、h(f) = h(f−1)が成立。
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2 一次元離散力学系

二次元離散力学系を考察する前に、一次元力学系の関連する話題について

述べる。ここでは特に区間 I := [0, 1] 上の力学系について考える。

定理 1 (Li-Yorke [16]). f : I → I を連続写像とし、f の周期軌道の周期の

集合を Per(f) とおく。このとき Per(f) 3 3ならば、任意の自然数 nにつ

いて、n ∈ Per(f)が成立。

この定理は中間値の定理と簡単な記号力学系を用いた考察によって示され

る。(ちなみに、[16] で初めて力学系の複雑な振る舞いに「カオス」という名
が用いられたと言われている。) さらに、次のような精密化も知られている。

定理 2 (Sharkovskii [19, 第三章]). 次のような N上の順序を考える。

3 > 5 > 7 > · · · > 2× 3 > 2× 5 > · · · > 2n × 3 > 2n × 5 > · · ·

· · · > 2m > 2m−1 > · · · > 23 > 22 > 2 > 1

このとき、f : I → I を連続写像とし、Per(f) 3 `とすると、` > kとなる任

意の kに対し k ∈ Per(f)が成立。

また位相的エントロピーと周期軌道の周期の間の関係については、次の定

理が知られている：

定理 3 (Misiurewicz). f : I → I を連続写像とする。このとき、h(f) > 0
となるための必要十分条件は、f が 2のベキでない周期の周期軌道を持つこ
とである。

このように区間力学系では、写像の複雑さを調べる上で周期の情報が重要

な役割を果たす。しかしながら二次元離散力学系の場合にはもはや周期軌道

の周期には、写像の複雑さを保障する情報はなく、周期軌道の braid type

を考察する必要が生じてくる。

3 二次元離散力学系

3.1 Surface automorphism

まず曲面上の自己同相写像について復習する。以下しばらく、M をコンパ

クト向き付け可能曲面（境界 ∂M があっても可）、Aを intM の有限個の点

集合とする。

定義 7. ϕ : (M, A) → (M, A) を対 (M,A)の homeo. とする。このとき、
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• ϕ: reducible

⇔

∃Γ = Γ1 ∪ · · · ∪ Γk: a union of essential simple closed curves

s.t.





Γi ∩ Γj = ∅ if i 6= j

Γi 6∼ Γj , not homotopic if i 6= j

ϕ(Γ) = Γ
χ(∀connected compo. of M − (Γ ∪A)) < 0

ここで、simple closed curve が essentialとは、not null-homotopic,
not boundary-parallelの意味であり、χ( )は、曲面の Euler標数を表
す。各 Γi を reducing curveとよぶ。

• ϕ: finite order

⇔ ∃n > 1 s.t. ϕn(M, A) = id.

• ϕ: pseudo-Anosov

⇔




∃ (Fs, µs) , (Fu, µu): pair of transverse measured foliations
∃λ > 0

s.t.
ϕ (Fs, µs) =

(Fs, 1
λµs

)

ϕ (Fu, µu) = (Fu, λµu)

ここで、transverse measured foliations とは、transverse measures 付
きの singular foliations の組で、それらの singular points が一致し、
regular leavesが transverseに交わっている、という意味である。また、
定数 λを expansion factorとよぶ。

詳しくは [8, Sec.6,p89–]を参照。

定理 4 (Thurston). ϕ : (M, A) → (M, A) を対 (M, A)の homeo.、α を

ϕの isotopy class とする。もし χ(M − A) < 0ならば、αは finite order、
reducible、pseudo-Anosovのいずれかを必ず含む。

それぞれの場合、isotopy class αを、finite order、reducible、pseudo-Anosov
とよぶことにする。

注. 定理 4 の algorithmic proof が Bestvina-Handel によって与えられてい
る [2]。

pseudo-Anosov class に関しては、次が成り立つ。

定理 5 (Handel [14]). ϕ1, ϕ2 : (M, A) → (M, A) を、互いに isotopic な対
(M, A)の homeomorphismsとし、ϕ1 は expansion factor λ を持つ pseudo-
Anosovと仮定する。このとき、∃Y : closed set in M , ∃g : Y → M , surjection,
s.t.

Y
ϕ2|Y−−−−→ Y

g

y �
yg

M
ϕ1−−−−→ M

とくに、h(ϕ2) ≥ h(ϕ1) = logλが成立。
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例 ((D, 3点)上の pseudo-Anosov homeo.). まず行列 A =

(
2 1
1 1

)
が定

める一次変換 A : R2 → R2 を考える。detA = 1より、この一次変換は、

T 2 = R2/〈x 7→ x + 1, y 7→ y + 1〉

上の homeo. f̃A を誘導する。Aの固有値は、

λ :=
3 +

√
5

2
> 1, 1/λ =

3−√5
2

< 1

であり、それぞれに対応する固有空間を T 2 上に射影することによって f̃Aの

invariant transverse measured foliation の組 (F̃u, F̃s) が得られる。(とくに
f̃A は Anosov diffeo. とよばれるものである。)

次に、S =

(
−1 0
0 −1

)
が定める一次変換 S : R2 → R2 を考える。この

S の作用 x 7→ −x, y 7→ −y は、T 2 上の involution iを誘導することがわ

かり、その商空間 T 2/i は S2 となる。またこのとき、f̃A : T 2 → T 2 は、

f̂A : T 2/i ∼= S2 → S2 と S2 上の invariant transverse measured foliation の
組 (F̂u, F̂s) を誘導する。
一方、R2上の、AS の不変集合を考える。積行列 AS による一次変換を考

える（Aと S は可換なので SAを考えても可）と、この作用の基本領域は、

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1
}

の三角形となり、f̂Aは不動点 (0, 0)と 3周期軌道{(0, 1/2), (1/2, 0), (1/2, 1/2)}
を持つことが確かめられる。F̂u, F̂sはそれぞれ F̃u, F̃sを iで割って得られたも

のであることに注意すると、F̂u, F̂s 共に {(0, 0), (0, 1/2), (1/2, 0), (1/2, 1/2)}
の点で 1- prong を持つことがわかる。(それ以外の S2上の点は全て regular
point となる。)
この f̂A の不動点 (0, 0) を blow up することにより、fA : D→ D, homeo.
と invariant transverse measured foliation の組 (Fu,Fs) が得られる。従っ
て fA : (D,3 周期軌道) → (D,3 周期軌道) は expansion factor λ を持つ

pseudo-Anosov となる。

3.2 Braid type

D上の力学系について、その周期軌道を考えるために、その braid type と
いうものを導入する。f : D→ Dを orientation preserving homeo.、P を f

の不変集合とする。P の braid type とは本質的には f |D\P : D \ P → D \ P

の isotopy class のことである。しかしこのように定めると、braid type は集
合 P ごとに定まるため異なる集合同士の braid type の関係を考察するとき
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に不具合が生じる。このような理由から、invariant set の braid type を以下
のように定める。

D の内部の勝手な n 点集合を An とおく。f : D → D を orientation
preserving homeo.、P を f の不変集合、]P = nとする。h : (D, P ) → (D, An)
を任意の orientation preserving homeo. とする。h ◦ f ◦ h−1 : (D, An) →
(D, An) homeo. の isotopy class [h◦f ◦h−1]の conjugacy class 〈[h◦f ◦h−1]〉
を P の braid type といい bt(P, f) (f がはっきりしている場合は bt(P )) と
表す。Thurston の分類定理は共役不変なので、[h ◦ f ◦ h−1] が finite order,
reducible, pseudo-Anosov isotopy class に対応して bt(P, f) を finite order,
reducible, pseudo-Anosov と呼ぶことができる。

braid typeは、次のようなものと見ることもできる: (D, An)上の mapping
class group を MCGn とおき、n-braid group Bn の center を Z(Bn) とお
くと、MCGn と Bn/Z(Bn) は次の対応によって isomorphic となる。g =
h ◦ f ◦ h−1 とおき、D 上の isotopy {gt}0≤t≤1 s.t. g0 = id., g1 = g をとって

くる。このとき、

b :=
⋃

0≤t≤1

(gt(P )× {t})

として得られる braid を考え、写像 m : [g] 7→ bZ(Bn) を考える。この
m : MCGn → Bn/Z(Bn) は isomorphism となることが知られている。従っ
て braid type b(P, f) は bZ(Bn) の conjugacy class と同一視できる。
例えば 上の pseudo-Anosov の構成の例で挙げた 3 周期軌道の braid type
は σ1σ

−1
2 Z(B3) の conjugacy class に対応する。

3.3 Order on BT

ここでは Sharkovskiiの定理の二次元版について述べる。記号BT で、全て

の巡回型の braid types の集合とする。ここで、braid type βが巡回型とは、

β から Section 3.2 の方法で得られる braid b を closingしてできる絡み目が
連結になる、つまり、結び目になることである。この巡回型の braid types の
集合 BT に順序を入れることを考える。

まず、f : D→ D, homeo.に対して、記号

bt(f) := {bt(P, f) | P : periodic orbit}

を用意しておく。

定義 8 (forcing relation ≥ on BT ). 集合 BT に次のような二項関係を定

める。BT 3 α, β に対して、

α ≥ β ⇔ α ∈ bt(f)となる任意の f : D→ D, homeo. に対し、bt(f) 3 β

定義より明らかに (i) α ≥ α, (ii) α ≥ β, β ≥ γ ⇒ α ≥ γ である。この二項

関係 ≥について、次が示されている。
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定理 6 (Boyland [3, Proposition 1]). 二項関係 ≥は、partial orderにな
る。つまり、α ≥ β, β ≥ α ⇒ α = β が成立。

問 1. (BT,≥)を決定せよ。

3-braid type 上の forcing relation は完全に決定されている [13]。また、
Smale-horseshoe map で実現される周期軌道の braid type 上の forcing rela-
tion については Hall や Carvalho-Hall らによる仕事がある [11][12]。

3.4 Pseudo-Anosov braid type

定理 7 (Hall [10]). ϕ1, ϕ2 : (D, P ) → (D, P ) を、互いに isotopic な対
(D, P )の homeomorphismsとし、ϕ1は pseudo-Anosovと仮定する。このと
き、bt(ϕ1) ⊂ bt(ϕ2)が成立。

定理 7 より次が得られる:

系 1. BT 3 β, pseudo-Anosov とし、β を代表する pseudo-Anosov map を
ϕβ : (D, P ) → (D, P ) とする。このとき、

bt(ϕβ) = {γ ∈ BT | β ≥ γ}

が成立。

つまり β ≥ γ なる γ を決定するには ϕβ の周期軌道の braid type を決定
すればよい。

勉強会では触れなかったが、Li-Yorke の 2 次元版というべき定理が知られ
ているので述べておく：

定理 8 (Guaschi [9]). f : D → D を orientation preserving homeo. と
し、3 点又は 4 点からなる集合 X ⊂ D に対して f(X) = X とする。もしも

bt(X, f) が pseudo-Anosov ならば、任意の自然数 n について n ∈ Per(f)
が成立。

一般に、pseudo-Anosov ϕ1 は異なる周期の周期軌道を無限個持つ。この事

と定理 7より ϕ1 と isotopicな ϕ2 についても、異なる周期の周期軌道が無限

個保障される。さらに定理 5 より h(ϕ2) > 0 となる。従って isotopy class が
pseudo-Anosov であることが、ある程度の写像の複雑さを保障する。しかし、
与えられた isotopy class (あるいは不変集合の braid type)が pseudo-Anosov
かどうか、どうやって判定するのであろうか？この問いに対して、ここでは

次の３つの方法を説明する。

(i) exponential sum

(ii) Burau matrix
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(iii) Algorithm

(i) exponential sum

(i) では f : D→ Dを homeo. とし、P を素数周期 qの周期軌道とする。

補題 2. f |D\P : D \ P → D \ P の isotopy class α は irreducible。

Proof. reducible であるとする。P は periodic orbit であることより、各
reducing curve に含まれる P の要素の個数は同じである。さらに reducible
の定義より、そのような個数は 2 以上である。P の要素の個数 q は素数であ

ることよりこれは矛盾である。

定理 9 (Brouwer). g : D2 → D2: homeo. with gn = id, n は最小とする。

このとき g は 2πk/n (0 < k < n) の回転写像と共役。

補題 2と定理 9の応用を 2 つ述べる。補題 2 より、α は finite order また
は pseudo-Anosov。もしも α が finite order ならば明らかに αq もまた finite
order であり fq(x) = x (x ∈ P )が成り立つ (P は周期 q の周期軌道なので)。
従って定理 9 より isotopy class αq は D 上の恒等写像を含む。特に次がなり
たつ：

定理 10. x ∈ P と f(x) を結ぶ弧を γ とする。このとき γ 6∼ fq(γ), not
homotopic relative endpoints ならば α は pseudo-Anosov である。

次に exponential sum を用いて braid type が pseudo-Anosov となるため
の判定条件を与える：
σ1, σ2, . . . , σn−1 を、n-string braid group の標準的生成元
とする（右図参照）。braid b = σε1

n1
· · ·σεk

nk
に対し、

e(b) := ε1 + ε2 + · · ·+ εk

を、bの exponential sumという。これは、braidの con-
jugacy invariant になる。

? ?
σi

定理 11 (Boyland). f の周期軌道 P から Section 3.2 で述べた方法で得ら
れる braid を b とおく。このとき

e(b) 6≡ 0 mod q − 1

ならば bt(P, f) は pseudo-Anosov。

Proof. 補題 2より bt(P, f)は finite orderまたはpseudo-Anosov。finite order
の場合を考える。定理 9より bは ∆kq+1, ∆kq+2, · · · , ∆kq+q−1 (k ≥ 0)のいず
れかと共役である。(∆q は full twist braid であることに注意。) ここで∆ :=
(σ1σ2 · · ·σq−1) 又は (σ1σ2 · · ·σq−1)−1. e(∆) = ±(q − 1) より e(∆kq+l) =
±(q − 1)(kq + l) ≡ 0 mod q − 1. exponential sum は conjugacy invariant
であるから、e(b) 6≡ 0 mod q − 1 ならば bt(P, f) は pseudo-Anosov。
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例. b = σ3σ2σ4σ3σ2σ1 ∈ B5 を考える。e(b) = 6 6≡ 0 mod 4 より braid type
は pseudo-Anosov。(余談だがこの braid type は Smale-horseshoe map の 5
周期軌道として実現できる。)

(ii) Burau matrix

ここでは、Bnで n-string braid group を表す。このとき、Burau 表現B :
Bn → GL

(
n,Z[t, t−1]

)
を次で定義する。

B(σi) :=




i

1
...

. . .
...

1
...

i · · · · · · 1− t t

1 0
1

. . .

1




すると、次が成り立つ。

定理 12 (Kolev [15]). f : D → D2 を D上の homeo. とし、S を有限個の

点からなる f の不変集合とする。b(S) を Section 3.2 で述べた方法によって
S から定まる braid とする。このとき、

h(f) ≥ max
t∈C,|t|=1

log ρ
(
B(b(S))

)

が成り立つ。ここで、ρ(A)は行列 Aのスペクトル半径（i.e. Aの固有値の

絶対値の最大値）。

Braid type β に対して h(β) = inf h(g) と定める。ただし、下限は braid
type β の不変集合を持つような全ての写像 g に関してとる。β の既約成分

が全て finite order ならば h(β) = 0 であることが知られている。従って次が
成り立つ：

系 2.

max
t∈C,|t|=1

log ρ
(
B(b(S))

)
> 0

ならば、braid type bt(S) は既約成分として pseudo-Anosov を含む。

例. いくつかの braid b にたいして ρ(B(b)) を計算してみる。t = eiθ とお

き、横軸を θ (0 ≤ 2π), 縦軸を ρ(B(b)) としてグラフを書いてみた (このグ
ラフを作成する際に [20] のプログラムを参考にさせていただきました。)：

(1) b(S) = σ1σ
−1
2 ∈ B3. 図 1より ρ(B(b(S))) > 1. bt(S) は closing する

と結び目になることと 3 は素数であることより bt(S) は pseudo-Anosov。
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1 2 3 4 5 6

1.25

1.5

1.75

2

2.25

2.5

図 1:

(2) b(S) = σ1σ
−1
2 σ−1

3 . 図 2より ρ(B(b(S))) > 1 だが b(S) は 4-braid で
あるため、bt(S) が pseudo-Anosov であることまではわからない (reducible
を排除できない。)。しかし次で述べる Algorithm を使うと pseudo-Anosov
であることが示せる。

1 2 3 4 5 6

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

図 2:

(iii) Algorithm

Betivina-Handelのアルゴリズムにもとづき、braid typeの Thurston type:
periodic、reducible、pseudo-Anosov を判定するプログラム: Trains がある。
(下記からダウンロードできる) さらに pseudo-Anosov の場合は、expansion
factor と train track の情報を与えてくれる (のでとても楽しい)。

http://www.liv.ac.uk/maths/PURE/MIN_SET/CONTENT/members/T_Hall.html

例. (1) b = σ1σ2σ
−1
3 σ4σ5σ6 ∈ B7. この braid type は pseudo-Anosov で

expansion factor は 3.176003。b の train track と track track map は図 3 の
ようになる。
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e01

e01 e11

e11

e21e21

2

e2

e03

e03

e13
e13

e23

e23

e33

e33

図 3:

(2) b = σ1σ2σ3σ4σ5σ
−1
6 σ7σ

−1
8 σ9σ10σ

−1
11 σ10σ

−1
12 σ13σ14σ15σ3σ2σ1σ

−1
6 σ5σ7σ8σ15 ∈

B16. この braid type は reducible。
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