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概 要

[1]で展開されているFrohman-Gelca-Lofano理論により、A-polynomial
を Kauffman bracket skein module のある情報に読み替えることがで
きることを解説する。

1 Character variety

まず最初に、有限表示群の SL2C-表現についての準備をしておく。
以下、

G = 〈g1, g2, . . . , gn | r1, r2, . . . , rl〉
を有限表示群とする。ここで、各 ri = ri(g1, g2, . . . , gn)は g1, g2, . . . , gnの有

限の長さの語。

1.1 有限表示群のRepresentationとCharacter

Gの representation variety R(G)とは、

R(G) := Hom(G,SL2C)

= { (A1, . . . An) ∈ (SL2C)n | rj(A1, . . . , An) = 1 for 1 ≤ j ≤ l}

のこととする。これは C4n の部分集合で algebraic set となる。
R(G) 3 ρに対し、Tr(ρ) : G → C を Tr(ρ)(g) = trace(ρ(g)) for g ∈ Gで

定義し、

Tr : R(G) → Tr(R(G)) =: X(G) ⊂ Hom(G,C)

を、ρ 7→ Tr(ρ)で定義する。すると、

命題 1 (Culler-Shalen [7]). X(G)は variety になる。

このX(G)を Gの character variety とよぶ。
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1.2 命題 1の証明の概略

以下、命題 1の証明の概略を示す。
まず、G 3 γ に対し、tγ : R(G) → C を tγ(ρ) = trace(ρ(γ)) for γ ∈ Gで

定義する。このとき、次が知られている。

事実 1. T := {tγ | γ ∈ G} は（Cに値を持つ関数の）環として有限生成。特
に C-algebraである。

この事実の証明の鍵となるのは、次の trace identity である。

trace identity of SL2C

trace(AB) + trace(AB−1) = trace(A) · trace(B)

これは、あとでも非常に重要な役割を果たす。

これにより、例えば、tab = tatb− tab−1 for a, b ∈ G がわかる。実際、T の

生成元として、次のものがとれることが知られている。

{
tgi1 ···gir

∣∣ i1, i2, . . . , ir : distinct positive integers ≤ n
}

つまり、T は高々n!元生成になる。簡単のため、上の集合の成分数を mと

する。

さて、

t : R(G) → Cm

を ρ 7→ (tγ1(ρ), . . . , tγm(ρ)) で定義する。すると、Image(t) = X(G) とみ
なせる。実際、[7]では、この t : R(G) → X(G)を regular map とみなし、
X(G) = t(R(G))を algebraic set とみなせることが示されている。

1.3 Character varietyの例

例 1. G = π1(T 2) = 〈l, m | lm = ml〉 とする。このとき、{tl, tm, tlm}が T

の生成元となる。まず、x = tl, y = tm, z = tlm とすると、

{(x, y, z) ∈ C3 | x2 + y2 + z2 − xyz − 4 = 0} ⊃ X(π1(T 2))

が確かめられる。実際、ρ ∈ R(π1(T 2))に対し、ρ(l)と ρ(m)の対角化により、

tl(ρ) = L(ρ) + L−1(ρ),

tm(ρ) = M(ρ) + M−1(ρ),

tlm(ρ) = L(ρ)M(ρ) + L−1(ρ)M−1(ρ)
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と表すことができる。（ただし、L(ρ)とM(ρ)は ρ(l)と ρ(m)の固有値関
数。）従って、X(π1(T 2))は、

X(π1(T 2)) = {(tl(ρ), tm(ρ), tlm(ρ)) ∈ C3 | ρ ∈ R(π1(T 2))}

とパラメトライズされる。逆に、{(x, y, z) ∈ C3 | x2 +y2 + z2−xyz−4 = 0}
の元から π1(T 2)の SL2C-表現が復元できるので、

{x2 + y2 + z2 − xyz − 4 = 0} = X(π1(T 2))

がわかる。

1.4 Function ring χ(G)

以下、多項式環 C[x1, x2, . . . , xn]の部分集合 S に対して、〈S〉で S が生成

するイデアルを表す。とくに、S = {f1, . . . , fp}のとき、

〈S〉 =

{
p∑

i=1

hifi

∣∣∣∣∣ hi ∈ C[x1, . . . , xn]

}

となる。

また、Gの character variety X(G)に対し、その関数環

C[x1, x2, . . . , xm]/〈X(G)の定義多項式 〉

（mは 1.2で求めた T の次元）を、χ(G)で表すことにする。

注. 部分集合 V ⊂ Cn に対し、

{f ∈ C[x1, · · · , xn] | f(x) = 0 for ∀x ∈ V }

を I(V )と表し、V の idealという。このとき上で定義した χ(G)の代わりに

C[x1, x2, . . . , xm]/I(X(G))

を用いても、以下同様の結果を得ることができる。（この場合については [2]
を参照。）C[x1, x2, . . . , xm]/I(X(G))をX(G)の coordinate ringとよぶ。

2 A-polynomial

以下、K を３次元球面 S3 内の結び目、N(K)を K の open tubular nbd
とするとき、GK = π1(S3 −N(K))とする。まず、次の可換図式を考える。

R(GK) r−−−−−−→
∂への制限

R(π1(T 2))

t

y
yt

X(GK) r̃−−−−−−−−→
induced map

X(π1(T 2))
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ここで、∆を R(π1(T 2))の対角表現からなる部分集合とする。
つまり、π1(T 2) = 〈l, m | lm = ml〉として、

∆ :=

{
ρ

∣∣∣∣∣ (ρ(l), ρ(m)) =

((
L 0
0 L−1

)
,

(
M 0
0 M−1

))
, L,M ∈ C− {0}

}

を考える。

t : R(π1(T 2)) → X(π1(T 2))の∆への制限 t|∆は、例 1で注意したように、

(ρ(l), ρ(m)) =

((
L 0
0 L−1

)
,

(
M 0
0 M−1

))

のとき、

t|∆(ρ) =
(
L + L−1,M + M−1, LM + L−1M−1

)

と表される。

上記の対角表現対 (ρ(l), ρ(m))のそれぞれの (1,1)-成分をとるという同一
視写像 j : ∆

∼=−→ (C− {0})2 を考え、p : (C− {0})2 → X(π1(T 2)) を、
p := t|∆ ◦ j−1で定義する。さらに、部分集合 V ⊂ (C− {0})2に対し、cl(V )
で V の C2 における閉包を表す。

R(π1(T 2)) ⊃ ∆ - -∼=
j

(C− {0})2 cl C2

t

?

t|∆

°

p

ª
X(GK) -r̃

X(π1(T 2))

すると、次が成り立つ。

事実 2 (CCGLS [4]). cl
(
p−1(Image(r̃))

)
は、C2 内の algebraic set にな

る。さらに、各 irreducible component は dimC ≤ 1。

このイデアル I
(
cl

(
p−1(Image(r̃))

)) ⊂ C[L, M ]の、次元 1の成分に対応
する部分イデアル I

(
cl

(
p−1(Image(r̃))

))
1-dim

を考え（これは単項イデアル

になる）、単項イデアル 〈f〉をとってくる。（単項イデアルになることは、[8]の
命題 1.13を参照。）得られた f を、結び目KのA-多項式と呼び、AK(L,M)
で表す。

性質などは、[5, 6]を参照。
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3 Kauffman bracket skein module

ここでは、M を compact orientable 3-manifold とする。
C[t, t−1]LM を、M 内の framed link1の isotopy class が生成するC[t, t−1]-

module とする（∅も生成元として含めておく）。
このとき、M のKauffman bracket skein module Kt(M)を、

Kt(M) := C[t, t−1]LM/S(M)

と定義する。ここで、S(M)は、次の Kauffman bracket skein relations2 が
生成する最小の C[t, t−1]-submodule とする。

Kauffman bracket skein relations

= t + t−1

L t = (−t2 − t−2)L

以降、簡単のため、Kauffmann bracket skein module を KBSM と略記

する。

4 Result

ここで紹介する主結果は次である。

定理 1.

〈AK(L,M)〉 =
√〈

c̃l ◦ ι(KerΠ)
〉

1-dim

が成立。ここで、1-dim は 1次元成分に対応するイデアルをとることを示し、√∗はイデアルの radical を表す。

定理の中の c̃l : C
[
L,L−1,M, M−1

] → C[L,M ] は、operator clに対応す

る次のような写像である: C[L,L−1,M, M−1] 3 f =
∑

i,j fijL
iM j に対し、

degL(f) := min{{i | fij 6= 0}, 0},degM (f) := min{{j | fij 6= 0}, 0}とする
とき、

c̃l(f) := L−degL(f)M−degM (f)f.

ΠはKBSM間の写像で、あとで定義を与える。ιは、次の図式を可換にする

写像。図式中の p∗は、2節の p : (C− {0})2 → X(π1(T 2))の自然な dual と
して得られる写像で、Φ1 は後で定義を与える。

1M 内の framed linkとは、いくつかの annulusの disjoint unionのM への埋め込みの像
を意味する。

2diagram の表し方については [2] を参照。
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-C
[
L,L−1,M,M−1

] c̃l C[L,M ]

6

χ(π1(T 2))

Φ1

>
p∗

© ι

µ

K−1(S3 −N(K))¾Π K−1(T 2 × I)

この節の残りでは、

(1) KBSM K−1(S3 −N(K))、K−1(T 2 × I) の algebra構造の導入と、写
像 Πの定義。

(2) 写像 Φ1 の定義と、Φ1 の well-definedness の証明の概略。

(3) 定理の証明の概略。

をすることにする。

4.1 KBSMの algebra構造

KBSM K−1(S3−N(K))には、framed link の disjoint union3 で積を定義

する。K−1(T 2 × I)には、I 方向への framed link の重ねあわせで積を定義
する。ここで、t = −1 の特殊化をしているので、それぞれ可換環になってい
る4。従って、特殊化をしない一般の tでは、ある意味で A-多項式の ‘非可換
版’が考えられることになる。（詳しくは [1]を参照。）
さて、K−1(T 2× I)に対し、H1(T 2)の生成元 meridian、longitude を決め

ておく。これにより、

T 2 × I ⊃ T 2 × {1} → ∂(S3 −N(K))

の同一視が定まる。この写像により、自然に誘導される環準同型5を

Π : K−1(T 2 × I) → K−1(S3 −N(K))

とする。

3元々2 つの framed link は別々の S3 − K に埋め込まれたものであるが、2 つの framed
link の disjoint union とは、それらを同じ S3 −K に埋め込んだものを意味する。

4t = −1 における Kauffman bracket skein relationを見ると、交点の符号は無視されてい
ることがわかる。これにより積が可換となることもわかる。

5K−1(T 2 × I) の K−1(S3 −K) の empty link φ への作用だと思える。
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4.2 Φ1の定義とwell-definedness

ここでは、記号N で、E(K) := S3 −N(K)、または、T 2 × I を表すこと

にする。基本群 π1(N)の character variety X(π1(N))の関数環 χ(π1(N))を
考える。

まず、K−1(N) 3 K: framed knot に対し、K に適当な向きを入れ、そ

れと（向きも込めて）freely homotopic な γ ∈ π1(N) を選ぶことにより、
tK : X(π1(N)) → Cを、tK(χρ) := tγ(ρ) (= trace(ρ(γ)))で定義する。こ
こで、χρ は ρの character。よって、tK ∈ χ(π1(N))とみなせる。ここで、
A ∈ SL2Cに対し、

trace(A) = trace(A−1)

が成り立つので、tK はK の向きの取り方によらないことに注意する。さて、

Φ̃ : K−1(N) → χ(π1(N))

を、まず framed knot 上で K 7→ −tK で定義し、一般の framed link に
対しては、algebra の準同型として拡張する。つまり、n成分の framed link
L = K1 t · · · tKn に対し、

Φ̃(L) :=
n∏

i=1

Φ̃(Ki)

で定義する。このとき、次のことが示されている。

定理 2 (Bullock [3]). Φ̃ : K−1(N) → χ(π1(N)) は well-definedで、全射
algebra準同型。さらに、algebra同型

Φ : K−1(N)/
√

0 → χ(π1(N))/
√

0

を誘導する。ここで、
√

0は nil-radical。

ここで、N = T 2 × I のときは、K−1(T 2 × I)も、χ(π1(T 2 × I))も、自明
な nil-radicalを持つので、algebra同型写像

Φ1 : K−1(T 2 × I) → χ(π1(T 2 × I))

が得られることになる。

定理 2の well-definedness の証明の概略. KBSMK−1(N)の定義より、∀χρ ∈
X(π1(N))に対し、

Φ̃(L + L0 + L∞)(χρ) = 0, Φ̃( + 2)(χρ) = 0

を示せば良い。ここで、L、L0、L∞ は、局所的に Kauffman bracket skein
relation を実現する framed links。
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まず、すぐわかるように、

Φ̃( + 2)(χρ) = Φ̃( )(χρ) + 2Φ̃(∅)(χρ) = −trace(ρ(e)) + 2 = 0

が成り立つ。

次に、図のように、Lに対応する π1(N)の元6を abとすると、L0、L∞に

対応する元は、それぞれ、a t b、ab−1 となる。

L

�I

ab

L0

I �

a t b

L∞

R

I

ab−1

簡単のため、ρ(a) =: A、ρ(b) =: B とすると、

Φ̃(L + L0 + L∞)(χρ)

= Φ̃(L)(χρ) + Φ̃(L0)(χρ) + Φ̃(L∞)(χρ)

= (−tab(χρ)) + (−ta(χρ))(−tb(χρ)) + (−tab−1(χρ))

= −tab(χρ) + ta(χρ)tb(χρ)− tab−1(χρ)

= −trace(ρ(a)ρ(b)) + trace(ρ(a))trace(ρ(b))− trace(ρ(a)ρ(b)−1)

= −trace(AB) + trace(A)trace(B)− trace(AB−1)

となるが、これは trace identity より、0となる。

4.3 定理 1の証明の概略

関数環と character variety の双対性によって、上の系列から、自然に下の
系列が誘導される。

X(π1(E(K))) r̃−→ X(π1(T 2))
p←− (C− {0})2 cl−→ C2

χ(π1(E(K))) r̃∗←− χ(π1(T 2))
p∗−→ C

[
L,L−1,M, M−1

] ecl−→ C[L,M ]

例えば、r̃の dual map r̃∗ は

r̃∗(f)(x) := f(r̃(x)) for x ∈ X(π1(E(K)), f ∈ χ(π1(T 2))

で定義される。

これにより、まず、

〈AK(L,M)〉 =
√〈

c̃l ◦ p∗(Ker r̃∗)
〉

1-dim
6L に freely homotopic な π1(N) の元。4.2 を参照。
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がわかる。すると、定理 1は、次の事実から従う。

事実 3. √
ker r̃∗ = ker r̃∗# = Φ1(Ker Π#) = Φ1(

√
Ker Π)

が成立。ここで、r̃∗#、Π# は、r̃∗、Πから自然に誘導される写像。

実際、定理 2より、次の図式が可換になることがわかる。

χ(π1(E(K))/
√

0
r̃∗#←−−−− χ(π1(T 2))x∼= Φ1

x∼=

K−1(E(K))/
√

0
Π#←−−−− K−1(T 2 × I)

5 KBSM K−1(T
2 × I)の algebra構造

実際に、定理 1を用いて、A-多項式を計算しようとする場合は、だいたい
Π : K−1(T 2 × I) → K−1(S3 −N(K)) の kernel を計算すれば良い。という
のは、ι : K−1(T 2 × I) → C

[
L,L−1,M, M−1

]
は、次のように記述されてい

るからである。

まず、その定義域の K−1(T 2 × I)に関して、次の同一視がある。

命題 2.

K−1(T 2 × I) = spanC {(p, q) | p ∈ Z≥0, q ∈ Z}
ここで、(p, q)は、(p, q)-torus link on T 2×{1/2} with torus framing7を表す。

さらに、右辺の集合の生成元系を取り替える。そのために、次式で帰納的

に定義されるチェビシェフ多項式を用意する。

T0(z) = 2, T1(z) = z, Tn+2(z) = zTn+1(z)− Tn(z)

さて、p ∈ Z≥0、q ∈ Zに対して、n = gcd(p, q)としたとき、

(p, q)T := Tn((p/n, q/n)) ∈ spanC {(p, q) | p ∈ Z≥0, q ∈ Z}

とする。ただし、(0, 0)T := (0, 0)。ここで、K−1(T 2 × I)の積の定義より、
(p′, q′)k は (p′, q′)-torus knotの k重化を表している。

これにより、次が示される。

命題 3.

K−1(T 2 × I) = spanC {(p, q)T | p ∈ Z≥0, q ∈ Z}

7簡単に言うと、framed link を torus T 2 × {1/2} に射影したときの framing を考えてい
る。（[2] を参照。）blackboard framing とは異なることに注意。
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この右辺の生成元系に対しては、写像 ι : K−1(T 2×I) → C
[
L,L−1,M, M−1

]

は、次のように記述される。

(p, q)T 7→ (−1)pq+p+q
(
LpMq + L−pM−q

)

また、この集合上の積は

(p, q)T ∗ (r, s)T := (−1)ps−qr ((p + r, q + s)T + (p− r, q − s)T )

と計算される。（一般の tの場合（非可換の場合）には [1]を参照。）
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