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1 導入
このノートは３次元双曲幾何に関することを私的にまとめたものです。証
明は私が独自でつけたものも多いので、くれぐれもこのノートは自己責任の
下においてご使用ください。しかし、もし読まれた場合になにか間違いを発
見された場合には教えて頂けると非常に助かります。
また、最後の章では証明をほとんど与えていません。これはそれを説明す
るには準備がかなり必要になることと、筆者の怠慢からくるものです。証明
を知りたい方は適当な教科書を御覧ください。

謝辞 このノートの初期のバージョンに対して大阪大学の秋吉宏尚さんには
有益なコメントをいただきました。感謝致します。

2 私的３次元双曲幾何入門
2.1 双曲空間のモデル
H3 = {(z, t) ∈ C×R | t > 0}を３次元上半空間とする。３次元上半空間に
リーマン計量

ds2 =
|dz|2 + dt2

t2

を入れることにより３次元双曲空間 (すなわち、定曲率 ≡ −1の完備単連結
リーマン多様体) のモデルとなる。明らかに C = C × {0} ⊂ ∂H3 である
が、Cの一点コンパクト化 Ĉ (∼= S2)を考えることにより H3 のコンパクト
化を与えられる。つまり H3 = H3 ∪ Ĉ。これは次のように理解すれば良い：
H3 ⊂ C × R = R3 ⊂ R3 ∪ {∞} = S3 であることに注意する。H3 を S3 の
中で閉包を取ったものを H3 とする。S3 の中で C ⊂ ∂H3 の閉包を取ると、
C = C ∪ {∞} = Ĉであるので、上の同一視は自然である。
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2.2 双曲距離
双曲計量を用いると、H3上に距離関数が定義することができ (その距離に

関する幾何を双曲幾何と呼ぶのである)、その双曲距離関数は具体的に計算す
ることができる。それを以下に見る。

Proposition 2.1. ２点 p1 = (z1, t1), p2 = (z2, t2) ∈ H3に対して、これらの
間の距離 d(p1, p2)は

tanh2 d(p1, p2)
2

=
|z1 − z2|2 + (t1 − t2)2

|z1 − z2|2 + (t1 + t2)2

を満たす。特に z1 = z2 であれば d(p1, p2) = | log(t1/t2)|である。
(証明). この計算は例えば次のようにすることができる。等長変換 ( 2.5章を
参照せよ)

(z, t) 7→
(

z − z1

t1
,

t

t1

)

により、p1 は (0, 1)に移るので、p1 = (0, 1)の時に計算すれば十分である。
簡単のために p2 = (a, s)としておく。ここで a 6= 0の時には、等長変換

(z, t) 7→
( |a|

a
z, t

)

を応用することにより a ≥ 0と仮定しても一般性を損なわない。すなわち、
２点 (0, 1), (a, s)は H3 内の部分平面

H := {(x + iy, t) ∈ H3 | y = 0}

に含まれているとしてよい。今、γ(t) = (γ1(t), γ2(t), γ3(t)), (0 ≤ t ≤ 1) を
p1, p2を結ぶ微分可能な曲線とすれば、その双曲計量における長さ L(γ)は不
等式

L(γ) =
∫ 1

0

√
γ′1(t)2 + γ′2(t)2 + γ′3(t)2

γ3(t)
dt

≥
∫ 1

0

√
γ′1(t)2 + γ′3(t)2

γ3(t)
dt

を満たすので、距離を求めるときには H 内に含まれる曲線のみを考えて下
限をとれば十分である。一方、この部分平面への双曲計量の制限は ds2 |H=
(dx2 + dt2)/t2 と一致するので、これは２次元双曲空間の上半空間モデルで
の双曲計量と一致する。
上半空間モデル H2 = {w ∈ C | Imw > 0}において、二点 i, wの間の距離

dH2(i, w)は等式

tanh
dH2(i, w)

2
=

∣∣∣∣
w − i

w + i

∣∣∣∣
を満たし、上のH と上半空間モデルの同一視において p1は iに、p2は w =
|a|+ siに対応するので、以上より計算が終る。
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以下は 2.5章の内容を認めて証明する。

Corollary 2.1. {gn}n ⊂ Isom+(H3)と p0 ∈ H3 についてもし、gn(p0) →
z0 ∈ Ĉであれば、任意の q ∈ H3 について gn(q) → z0 である。

(証明). 等長変換で共役をとることにより z0 = 0 ∈ Ĉであると仮定して良
い。仮定から (zn, tn) := gn(p0) → 0なので、任意の ε > 0について、ある
n0 > 0が存在して

√
|zn|2 + t2n < εである。

今、gn は H3 の等長変換なので

d(gn(p0), gn(q)) = d(p0, q) =: D (定数)

となる。従って Proposition 2.1より、(wn, sn) = gn(q)と書けば、
( |zn − wn|2 + (tn − sn)2

|zn − wn|2 + (tn + sn)2

)
= tanh2 D

2

つまり、 (|zn − wn|2 + (tn − sn)2
)

= 2 sinh2(D/2)tnsn

である。今、d(gn(p0), gn(q)) = Dなので Proposition 2.1の最後のコメント
により、sn ≤ eDtn である。以上より、

√
|zn − wn|2 + (tn − sn)2 ≤

√
2 sinh(D/2)eD/2tn

<
√

2 sinh(D/2)eD/2ε

である。従って (wn, sn) → 0である。

2.3 測地線
上半空間モデルにおける測地線は、

• 縦線 {(z0, t) ∈ H3 | t > 0}上の線分、もしくは

• C (⊂ ∂H) と２点で直交する円弧の部分弧、

のいずれかである。
これは次のように考えればよい (厳密な証明ではない)：H3より任意の異な

る２点 {pi}2i=1 = {(zi, ti)}2i=1を取る。これらを結ぶ測地線が上の２つのうち
のいずれかであることを示せば良い1。そこで、次のように定義されるような
２点を通る H3 内の平面H を考える：

(1) z1 6= z2 の時は z1 と z2 を通る C上の直線 Lを考え、

H = {(z, t) ∈ H3 | z ∈ L},
1リーマン幾何の一般論より２点を結ぶ測地線は唯一本であることが知られている。
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(2) z1 = z2 のときは、

H = {(z, t) ∈ H3 | Im(z − z1) = 0}

とする。

(1)のとき A = (z2 − z1)/|z2 − z1|として、写像

H2 3 (u, v) 7→ (Au, v) ∈ H ⊂ H3

は双曲上半平面 H2からH への等長写像を与える。このことより、p1, p2を
通り Cに直交する円弧の p1 と p2 の間の部分弧が測地線であることがわか
る2。(2)の場合も同様である。

2.4 体積要素
双曲計量 ds2 を与える行列は

G :=




1/t2 0 0
0 1/t2 0
0 0 1/t2




なので体積要素は

dV =
√

det(G)dxdydt =
dxdydt

t3

である。ただし、z = x + iyとしている。ここでは (可測)集合Aについてそ
の双曲計量に関する体積を Vol(A)と書く：

Vol(A) =
∫

A

dV =
∫

A

dxdydt

t3

である。球の体積は次のようになる。

Proposition 2.2. p ∈ H3中心の (双曲計量に関する)半径 rのH3 内の球を
B(p, r)と書くとき、半径 rの (双曲的)球の双曲計量に関する体積は

Vol(B(p, r)) = π(sinh(2r)− 2r)

となる。

計算は上半空間モデルではなく、単位球モデル
(
{p ∈ R3 | |p| < 1}, 4|dp|2

(1− |p|2)2
)

において原点中心の球を考えると計算しやすい。
この公式に Euclid幾何と双曲幾何との違いが出ている。実際、Euclid幾何

における半径 r の球の体積は O(r3) (r → ∞) であるが、上の公式から双曲
幾何での半径 rの球の体積は O(e2r) (r →∞) となる。

2H2 の幾何についてはわかっていると仮定している。
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2.5 等長変換
Proposition 2.3. ３次元双曲空間の上半空間モデル (H3, ds2)において、向
きを保つ等長写像は次の３つの形の変換の有限個の合成で書ける。

• Eλ : (z, t) → (λz, |λ|t), λ ∈ C− {0},

• Ta : (z, t) → (z + a, t), a ∈ C− {0},

• J : (z, t) →
(

z

|z|2 + t2
,

t

|z|2 + t2

)
。

(証明). Gを上の３つの形の元の有限回の合成で書けるものの全体とする。こ
れは群になる。また、明らかに上の３つの元は向きを保つ等長変換であるの
で、Gは向きを保つ等長変換群 Isom+(H3)に含まれる。
任意の (w0, s0) ∈ H3について、Es0 ◦Tw0/s0(z, t) = (s0z + w0, s0t) ∈ Gな

ので、Es0 ◦ Tw0/s0(0, 1) = (w0, s0)。これは、任意の二点が Gの元で移りあ
うことを示す。故に G = Isom+(H3)であることを示すには Gの固定化群が
SO(3)であることを示せばよい。

a ∈ C, |λ| = 1について、

S(z, t) := Tλ2a ◦ Eλ2(|a|2+1) ◦ J ◦ T−a(z, t)

=
(

λ2(|a|2 + 1)(z − a)
|z − a|2 + t2

+ λ2a,
(|a|2 + 1)t
|z − a|2 + t2

)

とすると、S(0, 1) = (0, 1)であり、

S(z, 0) =
(

λ2 1 + az

z − a
, 0

)
=: (Sλ,a(z), 0)

である。今、Sλ,a は球面距離 dρ = 2|dz|/(1 + |z|2)に関して等長的である。
実際、

S∗λ,a(dρ) =
2(1 + |a|2)

|z − a|2 + |1 + az|2 |dz| = 2(1 + |a|2)
(1 + |a|2)(1 + |z|2) |dz| = dρ

である。また、Sλ,a ◦Sλ−1,a(z) = λ4zかつ Sλ,a(∞) = λ2aなので、結局Gに
おける (0, 1)の固定化群は球面距離の向きを保つ等長変換群と一致する。球面
距離に関する向きを保つ等長変換群は SO(3)なので、欲しい主張を得る。

次に Isom+(H3)とPSL2(C)との同型対応を見る。上に見たように Isom+(H3)
の各元は H3 に拡張される。また定義から Eλ, Ta, J それぞれの拡張の Ĉの
制限は PSL2(C)に含まれる。従って、準同型写像

Isom+(H3) 3 g 7→ g |Ĉ∈ PSL2(C)

6



が定まる。この対応が全単射 (つまり同型)であることを示せばよい。今、上
の準同型によって上の３元はそれぞれ、

Eλ 7→ λz

Ta 7→ z + a

J 7→ 1/z

であることに注意する。任意の (az + b)/(cz + d) ∈ PSL2(C)は、
az + b

cz + d
=
−1
c2

1
z + (d/c)

+
a

c
(1)

と書けるので上の準同型の全射性はわかる。次に単射性を証明する。g ∈
Isom+(H3)が g |Ĉ (z) = z (∀z ∈ Ĉ)であるとする。∞, 0、−1, 1そして −i, i

をそれぞれ結ぶ測地線を α1, α2, α3とすると、gは等長変換であるので gは各
αiを固定する。故に gは ∩3

i=1αi = {(0, 1)}を固定する。また、３点 {∞, 1, i}
を固定するので gは (0, 1)でのフレームを固定することがわかる。故に g = id

である。
式 (1) により g ∈ Isom+(H3) に対して、g |Ĉ (z) = (az + b)/(cz + d)

(ad− bc = 1)とすれば、

g(z, t) = Ta/c ◦ E−1/c2 ◦ J ◦ Td/c(z, t)

=

(
(az + b)(cz + d) + act

|cz + d|2 + |c|2t2 ,
t

|cz + d|2 + |c|2t2
)

である。

2.6 等長変換の分類
g ∈ Isom+(H)を取る。gの Ĉへの制限を同じ記号で書く。このとき SL2(C)

の元のジョルダン標準形を考えると、g は次の３通りのうちのどれか一つに
共役であることがわかる。

名称 標準型 トレース条件
楕円型 (elliptic) (z, t) 7→ (eiθz, t) tr2(g) ∈ [0, 4)
放物型 (parabolic) (z, t) 7→ (z + 1, t) tr2(g) = 4
斜航型 (loxodromic) (z, t) 7→ (λz, |λ|t), |λ| 6= 0, 1 otherwise

2.7 双曲空間内の基本的集合
2.7.1 凸集合

H3内の集合Aが任意のAの２点を結ぶ測地線がAに含まれるとき凸集合
であると言われる。自明な例として、測地線は明らかに凸集合である。凸集
合の特別な場合として、次のような集合がある。
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全測地的平面 Ĉ内の円 Cをとる。Cを境界にもつH3内の (R3 ∪{∞}内の
部分集合として)半球面 Sを考える。これをH3内の (全測地的)平面という。
これは凸集合である。実際、等長変換を作用させることにより∞ ∈ C とし
てもよい。このとき C ∩Cは C内の直線であり、Bは∞と C の点を結ぶ測
地線全体からなる縦方向の半平面である。Proposition 2.1の証明からBの任
意の２点を結ぶ測地線はB内に含まれることがわかる。即ち、Bは凸集合で
ある。次の命題は良く使われる

Proposition 2.4. 任意の H3 内の３点に対してそれらを含む全測地的平面
が存在する。

(証明). 異なる p1, p2, p3 ∈ H3を取る。p1から p2を通る測地線を σとする。
等長変換 gで g(σ) ⊂ {(z, t) | z = 0}と出来る。今、g(p3) = (z3, t3)とする。
z3 6= 0の時は {g(pi)}3i=1 は全測地的平面

H ′ := {(z, t) ∈ H3 | z = sz3, s ∈ R}

に含まれる。z3 = 0の時は

H ′ := {(z, t) ∈ H3 | z ∈ R}

とすると良い。従って H := g−1(H ′)は３点 {pi}3i=1 を含む全測地的平面で
ある。

双曲的半空間 B を H3 内の全測地的平面とする。上の定義から H3 − B は
２つの成分からなる。その成分を (双曲)半空間という。(双曲)半空間は凸集
合である。実際、等長変換を施すことにより、B は {(z, t) ∈ H3 | z ∈ R} と
してよい。このときH を半空間とする。必要ならば z 7→ −zを施して、

H = {(z, t) ∈ H3 | Imz > 0}

としてよい。このとき、pi = (zi, ti) ∈ H について Imzi > 0であるので測地
線の性質から p1 と p2 を結ぶ測地線 σは帯

{(z, t) ∈ H3 | z = (1− u)z1 + uz2, 0 ≤ u ≤ 1}

に含まれる。これは２点を結ぶ測地線はH に含まれることを意味するのでH

は凸集合になる。

凸集合の基本的性質. 凸集合は次のような性質を持つ。

Proposition 2.5. H3 内の閉集合 Aが凸集合であるための必要十分条件は

A = ∩H(H3 −H)

が成立することである。ここで上の交わりはH ∩A = ∅であるような半空間
H 全体で取られるとする。
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(証明). この証明の中では簡単のために p, q ∈ H3 を結ぶ測地線を [p, q]と書
く。定義から A ⊂ ∩H(H3 −H)は自明なので逆を示す。

p ∈ H3 − Aを取る。p中心の (双曲的)半径 rの開球を B(p, r)と書く。A

は閉集合なのである R > 0で B(p,R) ∩ A = ∅ かつ B(p,R) ∩ A 6= ∅である
ものが取れる。q ∈ B(p,R)∩Aを取る。qでの ∂B(p,R)の接平面をB′と書
く。このときH ′によって張られる全測地的平面をBと書きH3−Bの成分で
pを含むものをH と書く。このとき、H ∩A = ∅である。実際、H ∩A 6= ∅
であれば、p′ ∈ H ∩ Aに対して測地線 [p, p′]を考えると測地線の性質から
[p, p′]∩B(p,R) 6= ∅となる。一方、Aは凸集合としているので [p, p′] ⊂ A つ
まり、A ∩B(p,R) 6= ∅が成立する。これは矛盾である。

2.7.2 ホロボール

一点 z ∈ Ĉについて、それに接するH3 内の球を z中心のホロボール3とい
う。これは z = ∞の時は z中心のホロボールは {(z, t) | t > c}の形をしてい
る。明らかにホロボールは凸集合である。
これは双曲幾何における内在的幾何により次のようにも定義される：p0 ∈ H3

について zと p0 を結ぶ測地線を σとする。σは p0 からの長さにより変数付
けされているとする。つまり σ(0) = p0, σ(t) → z (t → ∞)が成立するとす
る。このとき、

H = {p ∈ H3 | lim
t→∞

(d(p, σ(t))− t) ≤ k}

(k ∈ R)で定義される集合は上により定義されたホロボールと一致する。
実際、z = ∞, p0 = (0, 1) とするとき σ(t) = (0, et) である。このとき

Proposition 2.1により (w, s) ∈ H3 について、

d((w, s), σ(t))− t = log

√
|w|2 + (et + s)2 +

√
|w|2 + (et − s)2√

|w|2 + (et + s)2 −
√
|w|2 + (et − s)2

− t

= log

(√
|w|2 + (et + s)2 +

√
|w|2 + (et − s)2

)2

4ets
− t

= log

(√
|w|2 + (et + s)2 +

√
|w|2 + (et − s)2

)2

4e2ts

= log

(√
e−2t|w|2 + (1 + e−ts)2 +

√
e−2t|w|2 + (1− e−ts)2

)2

4s

→ log(1/s) (t →∞)

故に (w, s) ∈ H のとき、log(1/s) ≤ k つまり s ≥ e−k > 0である。計算よ

3適当な日本語訳を思い付かなかった。
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り逆も成立するので、この定義により定義される集合は初めに定義したホロ
ボールと一致する。

2.7.3 双曲的凸包

K をH3 ∪ Ĉ内の閉集合とする。K の双曲的凸包 CH(K)とは任意のK の
２点を結ぶ測地線全体の和集合を含む最小の凸集合である。

Proposition 2.6. ２点 p, q ∈ H3 ∪ Ĉを結ぶ測地線を σ とし、B を Ĉ内の
閉円板とする。次のうち一方が成立するとする；

(1) p, q 6∈ CH(B),

(2) p, q ∈ Ĉかつ p, q 6∈ B。

このとき、σ ∩ CH(B) = ∅である。

(証明). 両方の場合を同時に証明する。等長変換を用いることにより B =
{(z, 0) ∈ Ĉ | Imz ≥ 0} ∪ {∞}としてよい。この場合

CH(B) = {(z, t) ∈ R3 | Imz ≥ 0, t ≥ 0} ∪ {∞}

である。p = (w1, s1), q = (w2, s2)とする。仮定より Imw1, Imw2 < 0であ
る。σは pと qを含むような半円の一部なので、それは帯

{(z, t) | z = (1− u)w1 + uw2, 0 ≤ u ≤ 1, t ≥ 0}

に含まれるコンパクト集合である。今、C − B = {Imz < 0}は Euclid幾何
において狭義凸集合なので、σ ∩ CH(B) = ∅であることがわかる。

Proposition 2.7. K を Ĉ内の閉集合とする。このとき CH(K)∩ Ĉ = K と
なる。

(証明). CH(K)∩Ĉ ⊃ Kは定義より自明である。一方、z ∈ Ĉ−Kについて p

中心の閉円板BでK∩B = ∅になるものをとる。このとき Proposition 2.6より
CH(B)は任意のp, q ∈ K を結ぶ測地線と交わらない。今、H3−CH(B)はKの
２点を結ぶ測地線を含む凸集合なので、CH(K)の最小性よりCH(K) ⊂ H3−
CH(B)である。つまり、CH(B)∩CH(K) = ∅である。故に z 6∈ CH(K)∩ Ĉ
が成立する。

次の観測はしばしば暗黙の内に用いられる。

Proposition 2.8. Kを Ĉ内の閉集合とする。Kの球面距離に関する直径を
diame(K)と書く。このとき、もし diame(K) ≤ π/2であれば

d((0, 1),CH(K)) ≥ − log(tan(diame(K)/2)
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が成立する。逆に

diame(K) ≤ 4 arctan e−d((0,1),CH(K))

が成立する。

(証明). SO(3)による回転で与えられる等長写像により ( 2.5章の後半を参照
のこと)、K の直径と点 (0, 1)は保たれるので、0 ∈ K と仮定して良い。
リーマン球面 Ĉ上の球面距離を de と書くと、z ∈ Cについて de(0, z) =

2 arctan(|z|)である。ので、0 ∈ K より

K ⊂ {z ∈ C | |z| ≤ tan(diame(K)/2)} := B

である。従って Proposition 2.6を応用すると CH(K) ⊂ CH(B) がわかる。
故に、d((0, 1),CH(K)) ≥ d((0, 1),CH(B))である。一方、diame(K) ≥ π/2
を仮定しているので B の半径 tan(diame(K))/2)は tan(π/4) = 1以下であ
る。故に以上から、

d((0, 1),CH(K)) ≥ d((0, 1),CH(B))

= d((0, 1), (0, tan(diame(K))/2))

= − log(tan(diame(K))/2)

である。
d = d((0, 1),CH(K))とする。z1, z2 ∈ Kを任意の２点とする。等長変換を

用いることにより z2 = −z1としてよい。また必要ならば 1/zを作用させること
により |z1| ≤ 1としてよい。このとき、σを z1と z2を結ぶ測地線とするとσ ⊂
CH(K)なので d((0, 1), σ) ≥ dである。正規化から d((0, 1), σ) = log(1/|z1|)
である。故に |z1| ≤ exp(−d)である。今、de(z1, z2) = 4 arctan(|z1|)である
ので、

de(z1, z2) ≤ 4 arctan e−d

である。z1, z2 は任意の点であったので主張を得る。

上の Proposition(とその証明)の直接の応用は次である。

Corollary 2.2. {Kn}nを Ĉ内の閉集合の列とする。このとき diame(Kn) →
0 であれば、{Kn}n 内の (Chabauty 位相に関して) 収束する任意の部分列
{Knj

}j に対して列 {CH(Knj
)}j は点 {z∞} = limj→∞Knj

∈ Ĉに収束する。

2.7.4 理想三角形

リーマン球面上の３点の双曲的凸包を理想三角形という。理想三角形は与
えられたの内の２点を結ぶ３つの測地線を３辺とするような全測地的な三角
形である。実際、そのような集合∆は凸集合であるので３点の双曲的凸包を
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含む。一方、双曲的凸包の定義より、∂∆は双曲的凸包に含まれる。∆の任
意の点は ∂∆の２点を結ぶ測地線の上にあるので∆ は双曲的凸包に含まれる
ことがわかる。

2.7.5 理想四面体

リーマン球面上の４点の双曲的凸包を理想四面体という。先の証明と同様
にして、理想四角形は与えられたの内の３点の双曲的凸包を面とする凸四面
体であることがわかる。

理想四面体に関する不変量. 理想四面体 ∆ とその辺 e に対して上半平面
z(e) = z(e : ∆) を次のように定める：∆の頂点をそれぞれ∆と {zi}3i=0 し、
eは z0 と z1 を結ぶ辺とする。
今∆を z0 = ∞となるように等長変換で移しておく。∞中心のホロボール

H を適当に高く取っておく。∂H − {∞} = {(z, s) | s = s0}が適当な s0 > 0
に対して成り立つのでL(z0) = ∂H−{∞}には自然にC からの自然なEuclid
幾何の構造が入る。この Euclid幾何において ∂H ∩ ∆は三角形である。∞
を固定する等長変換前代は相似変換 z 7→ az + b 全体であるので、L(z0)は相
似性の自由度を持ち定まる。今、必要ならば番号を付け替えることにより z1,
z2, z3 の順番に ∂L(z0)の向きに向きに従って並んでいるとしても良い。この
とき、

z(e) =
z3 − z1

z2 − z1

と定義する。簡単な計算により ei を z0 と zi を結ぶ辺とすると

z(e1)z(e2)z(e3) = 1, 1− z(e1) + z(e1)z(e2) = 0

が成立する。

3 私的クライン群入門 (前編)

3.1 クライン群の定義
位相空間 X に作用する群 Gが真性不連続に作用するとは、任意のコンパ

クト集合K ⊂ X について

#{g ∈ G | g(K) ∩K 6= ∅} < ∞

が成立するときにそう言われる。クライン群とは H3 に真性不連続に作用す
る Isom+(H3)の部分群である。Isom+(H3)の部分群 Gがクライン群である
ことと、上の同型対応において Gが PSL2(C)の離散部分群であることは同
値である。
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これは次のようにを考えればよい：Gをクライン群とする。上の同型対応
において Gが PSL2(C) 内の離散部分群でないとすると、G内の相異なる列
{gn}nで PSL2(C)内で gn → idなる列が取れる。しかし、上のように Ĉの３
点とフレームの対応を見れば、このことは Isom+(H3)内で g → idを意味す
ることが分かる。これは Gの真性不連続性に反する。また、H3 上のフレー
ムバンドルの H3 内のコンパクト集合に制限はコンパクトなので、逆も同様
に証明される。

3.2 クライン群における基本的な不変集合
Gをクライン群とする。H3内の一点のGによる像の集積集合 (⊂ H3 ∪ Ĉ)

を Gの極限集合といい Λ(G)と書く。Gは H3 に真性不連続に作用するので
Λ(G) ⊂ Ĉである。
実際、ある p と {gn}∞n=1 ⊂ G に対して gn(p) → p∞ ∈ H3 とすれば、

K を p∞ を内点に持つコンパクト集合とするとき、十分大なる n0 につい
て n ≥ n0 であれば gn(p) ∈ K となる。このとき K0 := g−1

n0
(K)に対して

p ∈ g−1
n gn0(K0) ∩K0 6= ∅ n ≥ n0 となるので、Gの真性不連続性に反する。

極限集合 Λ(G)の Ĉでの補集合を Ω(G)と書き、Gの不連続領域という。

3.3 極限集合の基本的性質
以下に極限集合の基本的性質を並べておく。

Proposition 3.1. 極限集合の定義は H3 の点の取り方に依らない。

(証明). Corollary 2.1より、Isom+(H3)の列によっての点の極限は H3 の取
り方に依らないので主張を得る。

Corollary 3.1. Gをクライン群とするとき、任意のg ∈ Gについてg(Λ(G)) =
Λ(G)が成立する。

(証明). p ∈ H3 と g ∈ G を固定する。z ∈ Λ(G) と {gn}n ⊂ G について
gn(p) → z と仮定する。このとき、列 {ggng−1}n ⊂ Gにおける g(p)の像を
考えると、ggng−1(g(p)) = ggn(p) → g(z)なので g(z) ∈ Λ(G)である。以上
より、g(Λ(G)) ⊂ Λ(G)である。逆は gの変わりに g−1を考えればよい。

Proposition 3.2. Gをクライン群とする。z0 ∈ Ĉと {gn}∞n=1 ⊂ Gについ
て gn(z0) → w0 であれば w0 ∈ Λ(G)である。

(証明). {zi}4i=1 ⊂ Ĉ− {z0}を異なる４点とする。このとき {gn}∞n=1 から部
分列を取ることにより、５点 {zi}4i=0 の内少なくとも３点は同じ点に収束す
るとしてよい。実際、部分列を取ることにより gn(zi) → wi (i = 0, · · · , 4)と
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してよい。このとき、例えば {wi}2i=0が異なると仮定すると、Möbius変換は
３点の行き先で決まるので、列 {gn}n はあるMöbius変換に収束する。これ
は Gの離散性に反する。
今、少なくとも２つの i1, i2 ∈ {1, 2, 3, 4}について列 {gn(zij )}∞n=1が w0に

収束したとする。３点 z0, zi1 , zi2 を頂点に持つ H3 内の理想三角形を∆とす
る。このとき仮定から gn(∆)の頂点は w0 に収束ので、p ∈ ∆ ⊂ H3 につい
て gn(p) → w0 が成立する。つまり w0 ∈ Λ(G)である。
次に (適当に番号を替えるをことにより)各 i = 2, 3, 4に対して、{gn(zi)}∞n=1

が点 w∞ 6= w0 に収束するとする。先の議論と Corollary 2.1 から p ∈ H3 に
対して gn(p) → w∞ である。
２点 z0 と z2 を結ぶ H3 内の測地線を σと書く。また σn = gn(σ)とする。

gn(z0) → w0, gn(z2) → w∞ なので σnは w0と w∞を結ぶ測地線 σ∞ に次の
意味で収束する：任意の p ∈ σ∞について pと σn との距離は 0に収束する。

p∞ ∈ σ∞ を固定する。pn ∈ σn を p∞ と σn の距離を与える点とする。
qn = g−1

n (pn) ∈ σ0とする。このとき、qn → z0が成立する。実際、先の議論
より P ∈ σ0 について gn(P ) → w∞ である。故に

d(P, qn) = d(gn(P ), pn) = d(gn(P ), p∞) + O(1) →∞
である。一方 gn(z2) → w∞ なので (適当に部分列をとれば) qn は P から z0

を結ぶ (半)測地線上 σ+
0 にある。故に qn → z0 である。

さて、適当に部分列をとり qn+1 は qn と z0 を結ぶ半測地線上にあるとし
て良い。n ≥ 1についてm(n) > nで d(qn, qm(n)) ≥ nなるものを固定する。
このとき、gng−1

m(n)(p∞) → w0 になる。実際、

d(gng−1
m(n)(pm(n)), p∞) = d(gn(qm(n)), gn(qn)) + d(gn(qn), p∞)

= d(qm(n), qn) + d(pn, p∞)

≥ n + O(1) →∞
であり、作り方より gng−1

m(n)(pm(n))は pnと gn(z0)を結ぶ (半)測地線上にあ
るので gng−1

m(n)(pm(n)) → w0 である。また、

d(gng−1
m(n)(p∞), gng−1

m(n)(pm(n))) = d(p∞, pm(n)) = O(1)

なので、Corollary 2.1の証明の議論を応用すると gng−1
m(n)(p∞) → w0になる

ことが分かる。従って以上より、w0 ∈ Λ(G)である。

Proposition 3.3. Λ(G)は Ĉ内の Gの作用で不変な閉集合の中で最小のも
のである。つまり、閉集合K ⊂ Ĉが任意の g ∈ Gについて g(K) ⊂ K を満
たせば Λ(G) ⊂ K である。

(証明). CH(K) ⊂ H3 をK の双曲的凸包 ( 2.7.3章参照)とする。K の Gの
作用による不変性から g(CH(K)) = CH(K)である。故に p ∈ CH(K)につ
いての G軌道の集積点はK に含まれる。つまり Λ(G) ⊂ K である。
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Corollary 3.2. Λ(G)は p0 ∈ H3 の G軌道の集積点集合である。

(証明). p ∈ H3 であれば定義より明らかなので、p ∈ Ĉとして考える。K ′

を pのG軌道の集積点集合とする。このとき定義からK ′はGで不変な閉集
合である。故に Proposition 3.3より Λ(G) ⊂ K ′である。一方、Proposition
3.2よりK ′ ⊂ Λ(G) である。故に両者は一致する。

次は Proposition 3.3の簡単な系である。

Corollary 3.3. クライン群 Gは位数無限な元を含むとする。このとき次が
成立する。

(1) Gが斜航的元を含むとき、

Λ(G) = {Fix(g) | g ∈ G : 斜航的元 }.

(2) Gが放物的元を含むとき、

Λ(G) = {Fix(g) | g ∈ G : 放物的元 }.

ここで、Fix(g)は gの固定点集合である。

3.4 不連続領域の基本的性質
一般には Ω(G)は可算個の（単連結でない）成分を持つ。また、Gの極限

集合が３点以上であれば、Schwarzの補題よりΩ(G)は双曲的リーマン面 (の
可算個の和)である。次の Ω(G)の性質は基本的である。

Proposition 3.4. 任意の g ∈ Gについて g(Ω(G)) = Ω(G)である。また、
U を Ĉ上の開集合で g(U) ⊂ U が任意の g ∈ G について成り立つものとす
ると、U ⊂ Ω(G) である。すなわち Ω(G)はそのような開集合の中で最大の
ものである。

(証明). Proposition 3.3と Corollary 3.1よりわかる。

Proposition 3.5. G は Ω(G) 上真性不連続に作用する。従って、商空間
Ω(G)/Gは (分岐点をもつ)リーマン面の構造を持つ。

(証明). Gが有限群であれば明らかに真性不連続に作用するので、Gは無限
群であると仮定して良い。
真性不連続に作用することを示すために次のことを示せば十分である。

任意の z ∈ Ω(G)についてある閉近傍 U ⊂ Ω(G)が存在して有限
個の g ∈ Gを除いて g(U) ∩ U = ∅が成立する。
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任意の z ∈ Ω(G)を取り固定する。このとき、ある w ∈ Ω(G)が存在して、
g(w) 6= zが任意の g ∈ Gに対して成立する。実際、z ∈ Ω(G)なのでU を zの
Ω(G)内の閉近傍とすると、g(z) ∈ U となる g ∈ Gは高々有限個しかないか
ら、w ∈ U −∪g∈Gg(z)からとればよい。このとき Ω′ = Ω(G)−∪g∈G{g(w)}
とすると、Gは無限群なので Ω′ は双曲的リーマン面である。

z の Ω′ 内の閉近傍 U をとれば g(U) ∩ U 6= ∅ となる g が高々有限個で
あることを示す。これが成り立たないと仮定すると、ある z を含む閉近傍
K ⊂ Ω′(これは Ω′ 内のコンパクト集合) 互いに異なる元 {gn}∞n=1 ⊂ G が
存在して、gn(K) ∩K 6= ∅となる。今、Ω′ の双曲距離 dΩ′ における K の 1
近傍を N1(K)とする。K̂ は Ω′ 内のコンパクト集合であり、各 nについて
gn(K̂) ∩ K̂ 6= ∅である。いま、qn ∈ gn(K) ∩K とする。K はコンパクトな
ので qn → q∞ ∈ K としてよい。このとき、pn = g−1

n (q∞)とおくと、十分大
なる nについて、dΩ′(qn, q∞) < 1なので、

dΩ(G)(pn, g−1
n (q∞)) = dΩ(G)(qn, q∞) < 1

となる。つまり、g−1
n (q∞) ∈ K̂である。故に部分列をとって g−1

n (qn) → q′∞ ∈
K̂ である。一方極限集合の定義より、q′∞ ∈ Λ(G)となるので、これにより
q′∞ ∈ Ω(G) ∩ Λ(G)となり矛盾である。

3.5 初等的クライン群
クライン群Gが初等的であるとは Λ(G)が有限集合であることである。そ

れ以外のときクライン群は非初等的と呼ばれる。非初等的クライン群の極限
集合は完全集合である。特にその場合は Λ(G) は非可算集合である。初等的
クライン群は分類は完全に与えられている。ここではねじれの無い初等的ク
ライン群の分類をみる。

Proposition 3.6 (ねじれなしの初等的クライン群の分類). 捩れの無い初等
的クライン群は次のいずれかである。

(1) 放物的元で生成される巡回群。

(2) ２つの放物的元で生成される階数２の可換群。

(3) 斜航的元で生成される巡回群。

この命題を見るためにいくつかの補題を与える。

Lemma 3.1. クライン群内の楕円的元の位数は有限である。

(証明). g(z) = e2πiθzをあるクライン群内の楕円的元とする。このとき gが
生成する巡回群 {gn}∞n=1も離散的である。いま、θ ∈ R−Qとすると、無理
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数の良く知られている性質 (例えば連分数展開を考えれば良い)から、ある自
然数の対の列 {(pn, qn)}∞n=1 と正数 C > 0が存在して、

|qnθ − pn| ≤ Cq−1
n

が成立する。従って、任意の z ∈ Cに対して

|gqn(z)− z| = |e2πiqnθz − z| = |e2πiqnθ − 1||z|
= |e2πiqnθ − e2πipn ||z| = |e2πi(qnθ−pn) − 1||z|
≤ 2πCq−1

n |z|

ここで |eix − 1| ≤ |x|を使った。これは gqn → idを示すので離散性に矛盾で
ある。故に θ ∈ Qである。つまり、gの位数は高々θの分母であるような元で
ある。

Lemma 3.2. Gをクライン群とする。g, h ∈ G− {id}をとる。さらに gは
斜航的であるとする。このとき、もし gと hは固定点を共有すれば、hは斜
航的もしくは楕円的であり、さらに gと hの固定点は一致する。

(証明). 仮定より、g(z) = a2z (|a| > 1), h(z) = b2z + cとしてよい。今 c 6= 0
であると仮定する。計算により hn(z) := g−nhgn(z) = b2z + (c/a2n) であ
るので、ghng−1h−1

n (z) = z + (1 − a2)cb−1a−2n となる。故に c 6= 0 より
ghng−1h−1

n 6= idかつ ghng−1h−1
n → id (n → +∞) となる。これはGの離散

性に反する。従って c = 0である。一方、h 6= idとしていたので b2 6= 1。従っ
て hは斜航的もしくは楕円的であり、hの固定点は gのそれと一致する。

Lemma 3.3. Gをクライン群とする。もし Gが固定点を共有しない無限位
数の２元 g, hを含めば Gは非初等的である。

(証明). 無限位数の元の固定点は極限集合に含まれることに注意する。g(∞) =
∞と仮定する。gは無限位数なので、 z ∈ Cについて gn(z) →∞としてよ
い。仮定から hの固定点は Cに含まれるので、列 {g−nhg−n}∞n=1 を考える
とこれらはすべて無限位数の元からなり、それらの固定点集合は∞に収束す
る点列になる。従って Gの極限集合は無限集合であるので、定義より Gは
非初等的である。

(Proposition 3.6の証明のあらまし). Gをねじれのない初等的クライン群
とする。g ∈ G− {id}をとる。初めに gは放物的であると仮定する。このと
き、上の２つの補題から任意の恒等写像と異なるGの元はすべて gと固定点
を共有する放物型元である。今、共役をとることにより Gの任意の元が∞
を固定すると仮定すると、Gの任意の元は z 7→ z + cの形である。従ってこ
れは Euclid平面上の剛体変換からなるねじれのない離散群なのでGは (1)も
しくは (2)の形になる (C/Gは基本群が可換なリーマン面であることからも
わかる)。
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gが斜航的であるとする。Gの任意の元は gと固定点を共有する斜航的元で
ある。従って、共役を取ることにより Gの任意の元は {0,∞} を固定してい
るとしてよい。任意の h ∈ Gについて h(z) = λhzとかく。Gの離散性から、
ある g0 ∈ G− {id}で |λg0 | (> 1) が最小なものが取れる。ここで、h, h′ ∈ G

について |λh| = |λh′ |であれば、h′h−1(z) = λh′λ
−1
h zなので、Gがねじれの

ないことから h = h′ であることがわかることに注意する。
ここで、|λg| > 1と仮定する。|λg| ≥ |λg0 |n が成立するような最大の自然

数を n0 とする。いま、|λg| > |λg0 |n0 であれば、gg−n0
0 を考えると、

|λ
gg
−n0
0

| = |λg||λg0 |−n0

であるので n0 の最大性から 1 < |λ
gg
−n0
0

| < |λg0 | である。これは |λg0 |の最
小性に反する。故に G = 〈g0〉である。

4 私的３次元双曲多様体入門 (前編)

　

4.1 ３次元双曲多様体
Mを３次元多様体とする。M上の双曲構造とは、M上のアトラス{(Uα, φα)}α∈A

であって、次を満たすものである。

(1) φα(Uα) ⊂ H3,

(2) Uα ∩ Uβ 6= ∅であれば φα ◦ φ−1
β はある Isom+(H3)を φβ(Uα ∩ Uβ)に

制限したものである。

条件 (2)により、H3の Poincaré計量をM 上に引き戻すことが出来、それに
よりM 上には定曲率≡ −1の計量が定義できる。これをM 上の双曲計量と
いう。M 上の双曲計量による距離が完備であるとき、その双曲構造は完備で
あるといわれる。Gをクライン群としてNG := H3/Gとすると、NGにはH3

より自然に誘導される完備双曲構造が定まる。これについては逆も成立する
ことも知られている。すなわち

Proposition 4.1. 完備双曲多様体はあるクライン群による商空間に等長的
である。

この証明の議論自身は難しくないが、長いので証明は省略する。証明のア
イデアは以下の通り：局所座標系を解析接続することにより、与えられた双
曲多様体の普遍被覆空間から H3 からの局所等長写像を構成する。その写像
が被覆写像になっていることを示すことで上の Propositionが示される。
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4.2 凸核
N を双曲多様体とする。N 内のホモトピー同値な凸集合 (任意の２点とその

２点を結ぶ任意の測地線を含む集合)の中で最小なものをCC(N)と書きN の
凸核という。この集合は次のように作られる集合と同値である：クライン群G

を用いてN = H3/Gと書く。極限集合Λ(G)の双曲的凸包CH(Λ(G)) を考え
るとき、それの商空間 CC(G) := CH(Λ(G))/G とする。自然に CC(G) ⊂ N

である。このとき次が成立する。

Proposition 4.2. 上の記号において CC(N) = CC(G)が成立する。

(証明). C̃ を CC(N)のH3へのリフトとする。p, q ∈ C̃ と σ̃を pと qを結ぶ
測地線とする。このとき σ := proj(σ̃)は proj(p)と proj(q)を結ぶN 内の測地
線である。ここで proj : H3 → N は普遍被覆写像である。今CC(N)は凸集合
であるので σ ⊂ CC(N)である。故に σ̃ ⊂ C̃。従って、C̃は凸集合である。今、
CH(N)はホモトピー同値なので p ∈ C̃ と g ∈ Gについて g(p) ∈ C̃ である。
故に、Λ(G) ⊂ C̃ ∩ Ĉである。双曲的凸包の定義から C̃ ⊂ CH(Λ(G))である。
故にCH(G) ⊂ CH(N)である。一方、CH(N)の最小性からCH(N) ⊂ CH(G)
である。

4.3 Margulisの補題
次の定理はMargulisの補題と呼ばれる。

Theorem 4.1 (Margulisの補題). 次が成立するような普遍定数 ε0が存在
する：任意のクライン群 G と任意の点 p ∈ H3 と任意の ε < ε0 に対して、
{g ∈ G | d(p, g(p)) < ε}で生成される群は初等的である。

Margulisの補題は例えば Jørgensenの不等式を用いると証明ができる。こ
こでは詳細を述べないが、興味のある方は例えば、[5]等の標準的教科書を見
て頂きたい。

Margulisの補題の応用例として次にあげる双曲多様体の ε-太部-細部分解
は、今日の双曲多様体の研究はこの定理の下4にあると言っても良いぐらい非
常に重要な結果である。

Theorem 4.2 (ε-太部-細部分解定理). 次をみたす普遍定数 ε0 > 0が存在す
る：任意の正数 ε < ε0 と任意の双曲多様体N について、N の ε-細部

N<ε := {p ∈ N | ∃γ : pを通る閉曲線 s.t. lengthN (γ) < ε}

の成分は次の３つのうちのいずれかに等長的である。

(1) {(z, t) ∈ H3 | t > c0}/〈z 7→ z + 1〉,
4勿論、私的見解。
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(2) {(z, t) ∈ H3 | t > c0}/〈z 7→ z + 1, z 7→ z + τ〉, (τ ∈ C, Imτ ≥ 1/2)

(3) {(z, t) ∈ H3 | |z| < k0t}/〈z → λz〉,
ここで、上の定数について c0 = c0(ε)、k0 = k0(λ, ε) > 0である。

(1) と (2) のタイプの ε-細部の成分ををそれぞれ階数 1, 2 のカスプ部分
(cuspidal part of rank 1 or 2)、(3)のタイプの細部の成分をマルグリストー
ラス (Margulis tube)という。(1)と (2)の成分のみからなる ε-細部の部分集
合を N の ε-カスプ部分 (ε-cuspidal part of N)という。また、(3)の場合に
おいて群 〈z → λz〉の軸に対応するトーラスの内部の閉測地線をマルグリス
トーラスの核測地線 (core geodesic)という。N0

ε = N −N0
<ε と書く。

Theorem 4.2はMargulisの補題を認めると Proposition 3.6から簡単に従
う。実際には次のように考えればよい。

Theorem 4.2の大体の証明のあらまし. N = H3/Γとする。N は多様体な
ので Γはねじれがないクライン群である。ε0を x ∈ N<εをとり、p ∈ H3を x

のリフトとする。このとき、Margulisの補題から {g ∈ G | d(p, g(p)) < ε}で
生成される群Gpは初等的である。Gpはねじれなしなので、GpはProposition
3.6の３つの群のいずれかに同型である。このことから、主張が導かれる。

次のことも知られている。

Proposition 4.3. Γを非初等的クライン群として、N = H3/Γとする。こ
のとき、次を満たすような普遍定数 c > 0が存在する：ε < ε0に対して、T を
N<ε の成分であるマルグリストーラスとするとき、任意の p ∈ T について、

dN (p,N −N<ε0) ≥
1
2

log(ε0/ε)− c0

が成立する。特に ε → 0とすれば、dN (p,N −N<ε0) →∞である。

5 体積有限な双曲多様体の基本的性質
この章では今までの章より得られた結果を用いて、体積が有限である双曲

多様体の基本的性質について述べる。
初めに体積有限な商多様体を持つクライン群の極限集合の性質を述べる。

Proposition 5.1. Gをクライン群とする。もし H3/Gの体積が有限であれ
ば、Ω(G) = ∅である。従って同じことであるが Λ(G) = Ĉである。

(証明). Ω(G) 6= ∅とする。Gは Ω(G)上に真性不連続に作用するのである円
板B ⊂ Ω(G) で g(B)∩B = ∅ (∀g ∈ G−{id})と出来る。故に、Bの凸包 B̂

を考えると g(B̂) ∩ B̂ = ∅ (∀g ∈ G− {id})となる。これは射影 H3 → H3/G

により B̂ が H3/Gに単射等長に埋め込まれることを意味する。今 B̂ の体積
は無限であるから、これは H3/Gの体積有限性に矛盾する。
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この命題の逆は成立しない。つまり Λ(G) = Ĉであっても体積が無限であ
ることもある。

次に体積有限な双曲多様体の位相的性質を与える。いま、明らかに階数 1
のカスプ部分の体積は無限であるので、体積有限の双曲多様体の ε-細部の成
分はは階数 2のカスプ部分、もしくはマルグリストーラスである。簡単な計
算から、N<εの階数 2のカスプ部分の体積は εのみに依存する定数で下から
抑えられる。これらより次の補題を得る。

Lemma 5.1. 体積有限の双曲多様体の ε-カスプ部分は有限個の階数 2のカ
スプ部分の和である。

Proposition 5.2. Gをねじれのないクライン群とする。もし、NG := H3/G

の体積が有限ならば、NG はあるコンパクト多様体の内部と同相である。特
に、Gは有限表示群である。

(証明). ε0をMargulis定数とし、N0
<εをNGの ε-カスプ部分 (ε < ε0)とする。

ここで簡単のためにM := NG−N0
<εとすると、NGはM の内部と同相な

ので、M がコンパクトであることを示せばよい。そのためにM の直径が有
限であることを示す。必要ならば εを適当に小さくしておいてN0

<εの任意の
２つの成分は少なくとも距離 2以上であると仮定してもよい。

x0 ∈ M を固定する。M の直径が無限であると仮定する。このとき {xn}n,
xn ∈ M で d(x0, xn) →∞ であるものが取れる。いま、必要ならば部分列を
取ることにより、d(xn, xm) ≥ 2であると仮定してよい。
各 nについて次のいすれか一方が成立する。

(1) B(xn, 1) ∩N0
<ε = ∅

(2) B(xn, 1) ∩N0
<ε 6= ∅

ここで、NGの体積有限性と Lemma 5.1より、N0
<εは有限個の成分の和より

なる。従って、特に (2)のタイプの列が無限個存在すれば、あるN0
<εの成分

C が存在して B(xn, 1) ∩ ∂C 6= ∅ が無限個の nについて成立する。しかし一
方で、∂C はコンパクトであるので、仮定に矛盾する。故に、与えられた列
は (1)のタイプの xn のみからなるとして良い。さて、xn での NG の単射半
径を rn と書く。
もし、ある a > 0に対して rn > aが無限個の nについて成立するとする
と、族 {B(xn,min{1, a})}nはある一定の半径を持つ、互いに交わらない無限
個の球の族を含むので、NGの体積有限性に反する。従って、rn → 0である。
いま、ε-太部-細部分解の定理から、十分大きな n0が存在して、各 n ≥ n0

に対して ε-マルグリストーラス Cn が存在して B(xn, 1) ∩ Cn 6= ∅である。
今、{Cn}nが有限個のマルグリストーラスからなるとすると、{xn}nは無限
列なので、どれか一つのマルグリストーラスに無限個の {xn}n内の点が入る
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ことになる。一方、マルグリストーラス自身はコンパクトなので、これは xn

での単射半径が 0に収束することが出来ないことになり、今の我々の仮定に
反する。従って {Cn}n は無限個のマルグリストーラスからなる。
いまProposition 4.3により、必要ならは εを小さく取って、d(Cn, Cm) ≥ 2

として良いので、各Cnは互いに異なるとしてよい。このとき、pn ∈ ∂Cnをと
ると、定義 pnでの単射半径は ε以上であるので、球の族、{B(pn,min{1, ε})}n

を考えると、これは互いに交わらない無限個の半径が一定の球からなる。し
かしこれは、NG の体積有限性に反する。
以上より、M は直径有限であることがわかったので特に、M はコンパク

トになる。

6 私的クライン群入門 (後編)

この章では有限生成クライン群を考える。また議論を簡単にするため、こ
の章ではクライン群と言えばねじれの無いものばかりを考える。

6.1 有限生成クライン群の基本的性質
有限生成クライン群に関しては、次のAhlforsの有限性定理と P.Scottの定

理から来る系は基本的である。

Theorem 6.1 (Ahlforsの有限性定理). Gを有限生成クライン群とすると、
Ω(G)/Gは解析的有限型のリーマン面の有限個の和である。

ここで、解析的有限型のリーマン面とは閉リーマン面から高々有限個の穴
をのぞいた面である。Ahlforsの有限性定理の証明には沢山の準備を必要とす
るので、証明の説明は省略するが、その準備をするのを無視して証明のアイ
デアだけを述べると次のようになる：
クライン群が有限生成の場合、その変形は生成元を動かすことにより達成

されるので、その変形空間は有限次元である（メビウス変換の空間 PSL2(C)
は 3次元であるので、生成元の個数を nとすると変形空間の空間は高々3n次
元である。）。面 Ω(G)/Gの (擬等角)変形を用いてクライン群の変形をする
ことにより、Ω(G)/Gのタイヒミュラー空間からGの変形空間への局所単射
正則写像が定義される。このことと変形空間の有限次元性から、Ω(G)/Gの
タイヒミュラー空間の有限次元性がわかる。タイヒミュラー空間の有限次元
性から Ω(G)/Gの各成分が解析的有限なリーマン面であることがわかる。

(注) 実は、(0, 3)型のリーマン面のタイヒミュラー空間の次元は 0次元なの
で、上の議論だけでは Ω(G)/G内に (0, 3)型の面であるような成分は無限個
あっても矛盾は起きない（これがAhlforsの誤りであった。ちなみに (0, 3)型
以外の面のタイヒミュラー空間の次元は 1以上あるのでそれらの成分は高々有
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限個しかないことはこの議論からわかる）。このギャップは、この後にBersが
(0, 3)型のリーマン面の成分が有限個であることを示すことにより克服した。

Theorem 6.2 (P.Scott). 既約３次元多様体の基本群が有限生成であれば
有限表示である。

Corollary 6.1. 有限生成クライン群は有限表示群である。

6.2 いろいろなクライン群
有限生成クライン群Gが擬フックス群であるとは Λ(G)が閉曲線であると

きである。このとき H3/Gはある曲面 S と R の直積と同型である。
クライン群の簡単な例は次のように定義されるような群である。一般に以
下のような群はショットキー群と呼ばれる：{D±

i }n
i=1を互いに交わらない Ĉ

内の閉円板とする。これらに対して gi ∈ Isom+(H3) で gi(∂D+
i ) = ∂D−

i ,
gi(Int(D+

i ))∩ Int(D−
i ) = ∅になっているものが存在すると仮定する。このと

き、群 G = 〈g1, · · · , gn〉は離散的になる。H3/Gは種数 nのハンドル体の内
部と同相である。

6.3 クライン群の表現について
Gを群とする。群の準同型の列 ρn : G → PSL2(C) が ρ∞ に代数的に収束

するとは、任意の g ∈ Gについて ρn(g) → ρ∞(g) が成立するときにそうい
われる。Gが有限生成のときはGの生成元の像が収束することと代数的に収
束することは同値である。クライン群の列GnがG∞に幾何学的に収束する
とは、次の２つが成立するときである。

(1) gnj
∈ Gnj

について gnj
→ g ∈ PSL2(C)であれば g ∈ Gである。

(2) 任意の g ∈ Gについてある部分列 gnj
∈ Gnj

で gnj
→ gになるものが

存在する。

代数的に収束する群Gの表現の列 {ρn}nが表現 ρ∞に強収束するとは群の列
{ρn(G)}n が群 ρ∞(G)に幾何学的に収束するときにそう言われる。

7 私的３次元双曲多様体入門 (後編)

7.1 幾何学的有限と幾何学的無限
N を双曲多様体とする。Gをクライン群でN = H3/Gとなるものとする。

今、Gを有限生成と仮定する。Nε := N −N0
<εとする。Nεの (相対位相に関

する)連結開集合の列 {Ui}i∈I で次を満たすものを考える；
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(1) 各 Ui 対して ∂Ui − ∂Nε はコンパクトである。しかし、Ui 自身はコン
パクトでない。

(2) 任意の i, j ∈ I に対してある k ∈ I で Uk ⊂ Ui ∩ Uj であるものが存在
する。

(3) {Ui}i∈I は上の２つの性質を満たすもので最大である。

N の端とは上の性質を満たすような集合の列 {Ui}i=1のことである。この端
全体を用いてNεをコンパクト化することが出来る (Freudenthalのコンパク
ト化と呼ばれる。例えば [3]の §1.2を参照のこと)。e = {Ui}i∈I を Nε の端
とするとき各 Ui は eの近傍と呼ばれる。

N の端 eが幾何学的有限であるとは任意の閉測地線と交わらないような e

の近傍が取れるときにそう言われる。そうでないとき eは幾何学的無限であ
るという。全ての端が幾何学的有限のときクライン群Gは幾何学的有限と言
われる。そうでないとき幾何学的無限であると言う。

McCulloughの相対核定理によれば Nε 内のコンパクト多様体 C で次の性
質を満たすものが取れる：

P := C ∩ ∂Nε の各成分 P ′はN0
<εのある成分 C の境界上の円環

もしくはトーラスと同相であるコンパクトな曲面で、P ′は ∂Cと
ホモトピー同値なものである。また、Nε の各成分には唯一つそ
のような P の成分 P ′ の対応している。

このときNε − C の各成分はN の端に対応する。
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