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概 要
境界がトーラスの３次元多様体内の本質的曲面を考え、その境界スロープの距離

の評価を考える。いくつかの知られている結果の紹介のあと、最近の Culler-Shalen
の結果 [7] の解説、及び、Seifert fibered spaceに関する境界スロープの評価を報告
する。

1 知られている結果
本節では、境界がトーラスの向き付け可能３次元多様体をM とし、M に properに
埋め込まれた互いにイソトピックでない連結な本質的曲面 (本質的=π1-injective　かつ
　境界平行でない)　を F1、F2 とする（現時点では、M の既約性や F2 の向き付け可
能性など、何も仮定していない）。si を Fi の境界スロープ、mi を Fi の境界成分の本
数、χiを Fiのオイラー標数とする (i = 1, 2)。さらに、Fiが向き付け可能なときは、gi

を Fi の種数とする。(i = 1, 2)。
以下、M や Fi などにいろいろ仮定をつけて得られた、∆ = ∆(s1, s2)のmi、χi 　

（もしくは gi） による上からの評価を紹介する。

1.1

まず次の結果1から始めることにする。

定理 1 ( [9, Theorem 1.1] ). gi = 0, i = 1, 2 （つまり、Fi が planar） ならば、
∆ ≤ 4。

証明は、いまでいう Gordon-Luecke流のグラフの議論で、二つの曲面の交わりのグ
ラフの解析を（はじめて？）行っている。すでに、この中で（いまでいう）Scharlemann
cycleが使われている。
以降、例外的デーン手術の研究中で、（感覚的には非常に良く似ている）スロープの
評価が、主に χi ≥ 0の場合が得られてきた。ただし、それらの結果はあくまでデーン
手術の研究であって、いま考えているような∆の評価に直結するかは（明らかに書い
ていないかぎりは）よくわからない2。
はっきりしている例としては、たとえば次の定理がある。

1後に Gordon-Luecke によって改良がなされた
2正確には「調べていない」です
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定理 2 ( [8, Theorem 1.1] ). M が既約で、gi = 1 (i = 1, 2)とすると、∆ ≤ 8。さ
らに、４つの例外を除いては ∆ ≤ 5であり、それらの例外も完全に記述される。

さて、[9]の中でも、既に次のような一般化が得られている。

定理 3 ( [9, Proposition 6.1] ). M が cable space を部分空間として含まないとす
る。Fi が向き付け可能 (i = 1, 2)、特に、g2 = 0とすると、

∆ < 6
|χ1|
m1

が成立。

さらに論文 [9]の手法を用いて、曲面の種数を上げたのが次の２つの結果である。

定理 4 ( [18, Theorem 1] ). M が既約で本質的アニュラスを含まないとし、Fiは向
き付け可能で gi ≥ 1 (i = 1, 2)。このとき、

∆ < 36(2g1 − 1)(2g2 − 1)

が成立。

この結果は、[9, Proposition 6.1]の手法をそのまま素直に使っている。
一方、次ではmi まで考慮に入れた結果、評価が良くなっている。

定理 5 ( [17, Theorem 5.2] ). M が既約で本質的アニュラスを含まないとし、Fiは
向き付け可能で g1 ≥ g2 (i = 1, 2)。このとき、

∆ < 18(2g1 + 1)(g2 + 1)

が成立。特に、mi ≥ 2 (i = 1, 2)ならば、

∆ < 18(g1 + 1)(g2 + 1)

が成立。

もとの論文では Fi が本質的を仮定せず、その交わり方が本質的を仮定している (あ
とで Heegaard surfaces の交わりを調べるため)。従って、M が既約という仮定は入っ
ていないが、一般には、Fiが本質的に交わるようにイソトープする為に、M が既約の
仮定が必要になる。
また実際、証明を読むと、

∆ < 18
(

2
g1

m1
+ 1

)(
2

g2

m2
+ 1

)

という式が出せる。

1.2

一方で、グラフを使った組み合わせ論とは全く異なった微分幾何的な（双曲幾何的
な）方法で得られたのが次の結果である。

2



定理 6 ( c.f. [11, Theorem 4.5] ). M の内部が完備有限体積双曲計量を許容し、
χi < 0 (i = 1, 2)。このとき、

∆ ≤ (2π)2

3.35
|χ1|
m1

|χ2|
m2

.= 11.8
|χ1|
m1

|χ2|
m2

が成立。

この結果では、Fiは immersed で良い。つまり、本質的に今までの結果とは異なる。
また、論文 [11]には、直接この形では書いていない。論文では、Fiが向き付け可能を

仮定して gi での評価を与えているが、中の証明を読むと、minimal surfaceの存在と、
ガウスーボンネの定理が本質的なので、向き付け可能性は必要ないことがわかる。
ちなみに評価式中の数値 3.35は、Cao-Meyerhoff が（コンピュータを使って）得た

single cusped hyperbolic 3-manifold の　maximal cusp の面積の最小値。
さらに、minimal surface の代わりに pleated surface を使い、ガウスーボンネの代わ
りに surface 上の circle packing の　 density に関する結果を使うと、この評価の 2π

は 6にできる。これが Agol　が、いわゆる 2π-theorem を 6-theoremに改良したとき
の、鍵となったアイディア [2, Theorem 5.1]である（Lackenbyも同様の結果 [15]を得
ている）。これにより、

∆ ≤ 36
3.35

|χ1|
m1

|χ2|
m2

.=
43
4
|χ1|
m1

|χ2|
m2

という評価が得られる。

1.3

上の minimal surface やガウスーボンネを使わずに、ある意味でグラフを活用して得
ているのが次の結果である。

定理 7 ( [4, Corollary 6.2.5] ). M が simple （既約でオイラー標数非負の本質的曲
面を含まずザイフェルト多様体でない）とし、Fi が向き付け可能で、F1 が semi-fiber
でないと仮定する（semi-fiberについては次節参照）。このとき、

∆ ≤
(

4g1 − 3
m1

+ 3
)([

12g2 − 12
m2

]
+ 6

)

が成立。

この定理で F2は immersed で良い。つまり、この論文では、片方の曲面が immersed
の場合のグラフの議論3を行っている。また、次節に述べる reduced homotopy の長さ
の（上からの）評価（[4, Theorem 5.4.1]）が鍵となっている（ようだ）。

1.4

今までの評価は全て（およそ）種数に関して２次の評価式であった。最近、より強い
制限を付けると種数に関して線形な評価が得られたので報告する。

3少なくとも筆者は他では見たことがない。もっと知られても (応用されても) 良い結果だと思う
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定理 8. M の内部が完備有限体積双曲計量を許容し、χi < 0 (i = 1, 2)。さらに、
∆(m, s1) = ∆(m, s2) = 1となるスロープ mが存在するならば、

∆ ≤ 6
( |χ1|

m1
+
|χ2|
m2

)

が成り立つ。

定理 9. M が S3内の結び目の外部空間で、Fiがその結び目の spanning surface （S3

の余次元１の部分多様体で境界がその結び目になるもの）から誘導されているとする。
このとき、

∆ ≤ 2
( |χ1|

m1
+
|χ2|
m2

)
+ 4

が成り立つ。

これらの評価でも、Fi は immersed で良い。
定理 8 の証明は、cusped hyperbolic manifold の　 waist size の下からの評価 [1,

Lemma 2.4]を使って、あとは三角不等式だけである。
定理 9の証明は、４次元トポロジー（もしくは、２次元結び目理論）の　Whitney-

Masseyの定理 ([16]、[13]) を利用する。
定理 9の系として、次も得られる。

系 10. M が２橋結び目の外部空間ならば、

∆ ≤ 2
( |χ1|

m1
+
|χ2|
m2

)
+ 4

が成り立つ。

この評価式は、３節で見るように、より一般で成り立つ可能性がある。

2 Culler-Shalenの結果について
次の定理が [7]の主結果（の１つ）である。

定理 11 ([7, Corollary 7.6]). M を non-exceptional two-surface knot manifold　と
し、F1、F2を、互いにイソトピックでない connected strict essential surfaces embedded
in M とする。siを Fiの境界スロープ、miを Fiの境界成分の本数、とする (i = 1, 2)。
すると、i = 1, 2に対して、

χ(Fi) ≥ −m1m2∆(s1, s2)
2

が成立。書き換えると、i = 1, 2に対して、

2|χ(Fi)|
m1m2

≤ ∆(s1, s2)

が成立。

注. 後で述べる 定理 12 より、χ(Fi) < 0が成立。
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2.1

以下、定理 11で出てきた用語を解説する。
まず曲面について。

定義 1 ([7, 1.12]). M を既約、向き付け可能３次元多様体とする。M 内の two-sided
properly embedded surface F 　で、π1-injective、かつ、without 2-sphere components、
without boundary-parallel components のものを、本質的曲面（essential surface）
という。

注. two-sided を仮定していることに注意。また “surface” を、2-dim. manifold の意味
で使っていて、連結は仮定していない（ようだ）。

定義 2 ([7, 1.15]). 各境界成分がトーラスで既約、コンパクト、向き付け可能３次元
多様体をM とし、M 内の連結な本質的曲面を F とする。
(1) M が S1 上のファイブレーションを許容し、F がそのファイバーになっている、
または、
(2) M が２つの twisted I-bundles の和になっていて、F がその共通部分になっている、
とき、 F を semi-fiberと呼ぶ。
各連結成分が semi-fiber でない本質的曲面を strict essential surface という。

注. いわゆる Culler-Shalen 理論では、その構成から、strict essential surface　のみを
主に取り扱ってきた。しかし定理 11で “strict” の仮定がつくのは、さらに、あとでで
てくる reduced homotopy の議論の中でも必要だからである。

次に多様体について。

定義 3 ([7, 1.13]). 境界が (1つの)トーラスである連結、コンパクト、向き付け可能
3次元多様体を knot manifoldという。

定義 4 ([7, Definition 6.9]). たかだか２つの connected strict essential surfaces の
イソトピー類しか許容しない既約な knot manifold を two-surface knot manifold

　と呼ぶ。

定理 12 ([7, Theorem 6.7]). M を two-surface knot manifold とする。

1. もしM が connected strict essential surfaces のイソトピー類をまったく許容し
ないならば、M はソリッドトーラスかクラインボトル上の twisted I-bundle。

2. もしM がちょうど１つの connected strict essential surfaces のイソトピー類を
許容するならば、M はディスク上２つの特異ファイバーをもつザイフェルト多
様体。

3. M がちょうど 2つの connected strict essential surfaces のイソトピー類を許容
するとし、それらを実現する曲面を F1、F2 とすると、

(a) M は exceptional graph manifold

(i.e., M は、(1)　 cable space とクラインボトル上の twisted I-bundle の
union、または、(2) (a pair of pants)×S1　の２つの境界成分を貼り合わせ
たもの、でザイフェルト多様体でないもの [7, 6.3])
または、
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(b) M は hyperbolicで、F1、F2は負のオイラー標数を持ち、かつ、それらの境
界スロープは異なる。

のいずれかになる。

定義 5. two-surface knot manifoldで、定理 12　の 3(b)の場合のものをnon-exceptional

two-surface knot manifoldと呼ぶ。

2.2

ここで、定理 11の証明の（いわゆる Culler-Shalen理論の部分を省いた）概略4を説
明する。
まず一つの鍵となる reduced homotopy を定義する。

定義 6 ( [7, 1.6, 1.7] ). コンパクトな多様体をM、M に　 properly embedded　な
余次元１部分多様体を F、K をある polyhedron、kを正整数とする。

1. 対の連続写像 H : (K× I, K×∂I) → (M.F ) を　 (M, F )内のホモトピーという。

2. H−1(F ) = K × ∂I となっている (M, F )内のホモトピーH : (K × I, K × ∂I) →
(M.F )を、(M, F )内の基本ホモトピー（basic homotopy in (M, F )）という。

3. 任意の x ∈ Kに対し、弧 αx : t 7→ H(x, t)が (M, F )で本質的（i.e., 端点を止めた
まま F 内の弧にホモトープできない）であるような、(M, F )内の基本ホモトピー
H : (K × I, K × ∂I) → (M.F )を (M, F )内の本質的基本ホモトピー（essential

basic homotopy in (M, F )）という。

4. (M, F )内のホモトピーHが、k個の essential basic homotopies H1, . . . , Hk の積
と表せて、与えられたF の transverse orientationに対し、各 iで、Hi 7→ Hi+1が
裏から表、または、表から裏”となっているとき、reduced homotopy of length

k in (M, F )　であるという。

注. reduced homotopy of length 0 in (M, F ) とは、単に、Kから F の写像と定義して
おく。

定義 7 ( [7, Definition 3.12] ). 既約なコンパクト、向き付け可能３次元多様体をM、
M 内の本質的曲面を S、S 内の π1-injectiveなコンパクト polyhedronをK とする。

K の thickness (relative to S)を

sup





θ > 0

∣∣∣∣∣∣∣

ある t ∈ I でHt : K → S が包含写像となる長
さ θ−1の reduced homotopy H : (K× I, K×
∂I) → (M, S)が存在





と定義し、tS(K)で表す。

注. tS(K)の値は、正整数または+∞。またSが semi-fiberのとき、tS(S) = ∞であり、
従って、任意の S 内の π1-injectiveなコンパクト polyhedronK に対し、tS(K) = ∞。

4証明の本質的な部分に触れられなくて済みません
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定義 8 ([7, Definition 7.1]). 既約な knot manifold をM、そのなかの境界が空でな
い連結な本質的曲面を F1、F2、その境界成分の個数をm1、m2 とする。このとき、

κ(F1, F2) = inf
K

m2 ·#(K ∩ F1)
m1 · tF ′2(K)

ここで、
F ′2 は、F2 とイソトピックで F1 と横断的に交わる曲面、
K は、F ′2 上のコンパクト、連結、π1-injective １次元 polyhedron で F1 と横断的に交
わり、ベッチ数が２のもの
とする。

注.

• tF ′2(K) = ∞のときは、κ(F1, F2) = 0とする。よって、κ(F1, F2) ∈ [0,∞]。

• 定義から tF ′2(K) > 0 なので、　κ(F1, F2) = ∞　となるのは、そのようなK が
存在しないとき、つまり、χ(F2) ≥ 0のとき　（[7]では “Note that ...” と書い
てある）。

• inf の下には F ′2 も書くべきだと思う。

定理 11は、およそ次の定理から従う。

定理 13 ([7, Theorem 7.2]). M を non-exceptional two-surface knot manifold とす
る。X0を M の character variety X(π1(M))の principal component （i.e., discrete、
faithful representation の character を含む component）とし、‖ · ‖ で、以下を満たす
H1(∂M ;R) (ベクトル空間とみなす）　上のノルムとする：

‖α‖ = 2 deg(I[c]|X0)

(α ∈ H1(∂M ;R)、cは αを代表する simple closed curve、[c]は cが定める π1(M)の
元の共役類、[7, P roposition 5.7]）

F1、F2を、互いにイソトピックでない connected strict essential surfaces embedded
in M とする。αi を Fi の境界から定まる H1(∂M ;R)の primitive element とする　
(i = 1, 2)。
このとき、

‖α1‖
‖α2‖ ≤ κ(F1, F2)

が成立。

注. 実際、定理 13の証明は、two-surface knot manifold でなく、「全ての ideal points
から見つかる曲面たちのイソトピー類が２つだけ」という仮定で成り立つ。

定理 13=⇒定理 11 の証明
まず次を示す。

定理 14 ( [7, Theorem 7.4] ). M、F1、F2は、定理 11と同じものとする。A = F1∩F2

とする。F1 と F2 は横断的に交わり、Aの各連結成分は非自明な単純閉曲線であると
仮定する。このとき、i = 1, 2 に対し、int(Fi − A) の各成分は open disk 　か open
annulus。

7



Proof. 対称性から、F2 についてだけ示せば良い。
int(F2 −A)のある成分 C が　 open disk でも open annulus でもなかった、と仮定
する。すると、χ(C) < 0。従って、C は、ベッチ数が２で、C 内で π1-injectiveな連結
１次元　 polyhedron K を含む。
ここで、Aの各連結成分は非自明な単純閉曲線であるという仮定から、int(F2 −A)
の各成分、とくに C は F2で π1-injective。よって、K は F2上で π1-injectiveになる。
今、K ⊂ inf(F2 − A)だから、当然、#(K ∩ F1) = 0。定義より、κ(F1, F2) = 0と

なる。
ここで、定理 13より、Fi は空でない境界を持ち、その境界から定まる αi に対し、

‖α1‖
‖α2‖ ≤ κ(F1, F2) が成立。
従って、‖α1‖

‖α2‖ ≤ 0とならなければならないが、これはもちろん、‖ · ‖がノルムであ
ることに矛盾 (αi がH1(∂M ;R)で非自明だから)。

上の定理の仮定が満たされるように、F1、F2をイソトープ　（rel. boundaryで）　
することは出来る（standard observation）。
後は、オイラー標数の計算で、

χ(Fi) = χ(Fi − F1 ∩ F2)− m1m2∆(s1, s2)
2

≥ −m1m2∆(s1, s2)
2

が得られる。

2.3 Further results

[7]では、さらに次のような結果を出している。
まず基本となるのは次の定理である。これは、[5, Corollary 1.1.4] (meridional class
が norm minimizing)を使って示される。

定理 15 ( [7, Theorem 7.7] ). 基本群が巡回群である向き付け可能閉３次元多様
体を Σ、K をその中の結び目とする。K の外部空間 M(K) が non-exceptional two-
surface knot manifold　と仮定し、F1、F2 を、互いにイソトピックでない connected
strict essential surfaces embedded in M(K)とする。mをmeridian slope、si を Fi の
境界スロープとし、s2 6= mと仮定する。このとき、

q2
1

∆
≤ κ(F1, F2)

が成立。但し、q1 = ∆(s1,m)、∆ = ∆(s1, s2)。

次の定理は、グラフ理論を用いて、κ(F1, F2)を評価することにより得られる。

定理 16 ( [7, Theorem 9.5] ). 定理 15の仮定にあわせて、F2の種数 g2が２以上を
仮定する。すると、次が成立：

(q1

∆

)2

≤ 4m2
2 log2(2g2 − 2)

g2 − 1

但し、m2 は F2 の境界成分の本数。

この系として次が得られる。
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系 17 ( [7, Corollary 9.6] ). ホモトピー球面を Σとし、K をその中の結び目で、外
部空間M(K)が既約で、本質的曲面を高々(up to isotopyで)２枚しか含まないものと
する。すると、標準的 framingに関して、そのうち１枚は境界スロープが 0なので、も
う一枚の方の境界スロープを r 6= 0とする。もし、r 6= ∞　かつ境界スロープが 0の
方の曲面の種数 gが 2以上ならば、

g − 1
4 log2(2g − 2)

≤ r2

が成り立つ。

[7, Section 10,11]では、さらに複雑（そうな）議論により、上の定理の評価の改良を
試みている。得られた結果 [7, Theorem 11.16]は、質的に定理 16より強いという証拠
があるそうだが、主張が複雑で、しかも定理 16を導かない（らしい）ので、ここでは
割愛する。

3 In Seifert fibered spaces

本節では、ザイフェルト多様体に関する評価式を与える。
結果は次の２つである。

定理 18. 境界がトーラスのコンパクト、向き付け可能ザイフェルト多様体をM とし、
その中の　 2-sided 本質的曲面を F1、F2とする。siを Fiの境界スロープ、miを Fiの
境界成分の本数、χi を Fi のオイラー標数とする (i = 1, 2)。このとき、

∆(s1, s2) ≤ 2
( |χ1|

m1
+
|χ2|
m2

)
+ 4

が成り立つ。

定理 19. 記号は定理 18と同じとする。さらに、M が本質的トーラスを含まないと仮
定する。このとき、

( |χ1|
m1

+
|χ2|
m2

)
+ 2 ≤ ∆(s1, s2) ≤ 2

( |χ1|
m1

+
|χ2|
m2

)
+ 4

が成り立つ。

これらの結果も Fi は immersed で良い。
ザイフェルト多様体内の本質的曲面については良く知られている（例えば [12, VI.34.

Theorem]など）。あと、証明の鍵となるのは、曲面の写像類群の周期型元の位数の評
価 [10]、[14]である（immersed の場合の証明には [3]の結果を使う）。
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