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1 Introduction

今講演の目的は、実は絞りにくい. レンズ空間の分類定理は、低次元トポロ
ジストならば誰でも知っている結果である. しかしその証明となると、（ほ
ぼ）完全に追った人は意外に少ないと（あくまで私見であるが）思われる. そ
の少ない理由としては、Reidemeister torsion という不変量を用いて分類が
なされたことは噂としては知っているが、それならばと証明を追っかけて実
際数値を見て判別する段になると、ある “ブラックボックス”を発見してしま
う. このブラックボックスの中には、多くのトポロジストが足を踏み入れる
ことをためらうような数論の高度な結果がさりげなく居座っているからであ
る. 今講演の目的をひとまず、彼等の横顔紹介を、軽くではあるがやってい
くこととする. まず以下にブラックボックスそのものの紹介をする. ここでは
“Franzの lemma”と呼ぶことにする. M. M. Cohen [6], V. G. Turaev [31] は
この主張の一部（d = nのときのみ）を読み取っていることも指摘しておく.

Lemma 2.16. (Franz [8]) nを 3以上の整数として、S = (Z/nZ)×を Z/nZ
の乗法群とする. つまり、

S = {[a] ∈ Z/nZ | (a, n) = 1}.
ζdを 1の原始 d乗根 (d|n, d ≥ 2)とし、整数の集合 {ai}i∈S が以下の条件を
満たすとする.

(1)
∏
i∈S

(ζ i
d − 1)ai = 1 (∀d|n, d ≥ 2), (2) ai = a−i (∀i ∈ S), (3)

∑
i∈S

ai = 0.

このとき、全ての ai (i ∈ S)は 0である.
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2章で、高次元レンズ空間を定義し、そのReidemeister torsion の値を計
算することによって、それらが完全に分類されることを見る. その際、最後
の “呪文”として Franzの lemmaを用いる. その呪文を解明するのは 3章に
おいてなされる.

各章の内容と背景をもう少し詳しく述べる.

2章ではまず高次元レンズ空間の定義、Reidemeister torsionの定義をし、
高次元レンズ空間のReidemeister torsionの値を明らかにする. 3次元ホモロ
ジーレンズ空間のReidemeister torsionの値も計算しておく. これはJ. W. Mil-
nor [20]により Reidemeister torsionと Alexander polynomialの近似性が指
摘されて以来、V. G. Turaev [30, 31]や酒井 [28]の 3次元ホモロジーレンズ
空間の Reidemeister torsionの計算公式を誘発した. 酒井氏の結果は、作間
先生のアドバイスによる所が大きかったらしく、筆者も 1999年、作間先生を
イギリスのWarwickに訪れたときその値の解析を問題として提出された. 筆
者の、山田氏との共同研究も含む一連の結果 [14, 15, 16]はその答えの 1つに
なっている. （この場を借りて作間先生には感謝致します. イギリスにはた
だ遊びに行った “だけ”ではないことの証明にもなったはずです.）話を元に
戻すと、章の最後で高次元レンズ空間のReidemeister torsionの値からFranz
の lemmaを用いて分類定理を証明する.

3章はFranzの lemmaの証明を目標とする. そのために数論からの道具を
準備するが、Dirichletの単数定理、L関数の値に関する定理は、証明の詳細
を述べることはできないが、ここまででもブラックボックスの中身を明らか
にしたことになるであろう. レンズ空間の分類定理を完全に理解するには、
これら数論の大定理を理解することが必要になるが、そこからは各自の興味
の趣くままに追求して行くのでいいと思う. 筆者の印象では、これら数論の
大定理も基本的な代数（ほぼ線形代数）と 1変数複素関数論の積み重ねで示
されるので、それほど怖れるものではないであろう.

レンズ空間の分類は、1935年K. Reidemeister [26]が3次元の場合に示し、
同年W. Franz [8]が一般の次元に拡張した. いずれもReidemeister torsionと
いう不変量（Reidemeister自身は当然このような呼び方をしていないが）を
用いてなされた. 1960年に E. J. Brody [4]、2000年に J. H. Przytycki and
A. Yasuhara [24] が異なる手法により証明されている. いずれの場合も最終
段階で値の困難は避けられないようである.

Reidemeister torsionはWhitehead torsionと同じ系列の不変量で、simple
homotopy invariantである. simple homotopyと torsion invariantの関係は、
M. M. Cohen [6]、J. W. Milnor [21]、J. H. C. Whitehead [34]が参考になる
であろう. simple homotopy invariantが topological invariant になっている
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ことは、T. A. Chapman [5]にある. この証明は無限次元空間（ヒルベルト
空間）を用いるもので、これもまた低次元トポロジストには馴染みの薄いも
のと思われる. 筆者もさすがにこの証明は追っていない. もしかしたらカテ
ゴリー間の差を見るときに重要になる議論なのかも知れない.

筆者の一連の研究 [14, 15, 16]は、ホモロジーレンズ空間がいつレンズ空
間になるかを調べるものであるが、これは knotに沿う lens surgery を調べ
ていることになる. S3内の knotのに沿う surgeryがいつレンズ空間になる
か？（これが lens surgery）については、L. Moser [22]が torus knotの場合を
決定したのをきっかけとして、R. Fintushel and R. J. Stern [7]が (−2, 3, 7)-
pretzel knot の 18, 19-surgeryの例を示し、C. McA. Gordon [10]が iterated
torus knotの場合を決定した. non-hyperbolic knotで lens surgeryを許す
ものは、torus knotとGordonの示した iterated torus knotしかないことを
S. Bleiler and R. Litherland [2]、S. Wang [32]、Y. Q. Wu [35]が独立に示
した. T. Mattman [19]はA-polynomialを用いて、(−2, 3, 7)-pretzel knotが
lens space（やそれ以外で基本群が有限群：finite surgeryという）を生む場
合の surgery係数が 18, 19（17）であることを示した. J. Berge [1]は double
primitive knotが lens surgeryを許容することを示し、これが hyperbolicな
場合の全てであることを予想し、ある程度までのリストを作った. 合田-寺垣
内 [9]では genus g hyperbolic knotが lens surgery を持つ場合、その surgery
係数 r は |r| ≤ 12g − 7 を満たすことを示し、Bergeのリストに対して、
g ≥ 5, 2g + 8 ≤ |r| ≤ 4g − 1を予想した. また、合田-寺垣内 [9]では
genus 1 knotで lens spaceを生むのは trefoilのみであることも示している.
斎藤 [27]では non-torus Berge knotに対して |r| ≥ 18であることを示した.
P. Kronheimer, T. Mrowka, P. Ozsváth and Z. Szabó [18]では knot Floer
homologyを用いて、genus 5以下の knotから lens spaceが生じる場合の、
生じる lens spaceを全て挙げた. このとき genus 4以下の knotは全て torus
knotであることから、合田-寺垣内の予想（g ≥ 5）に肯定的に答えたことに
なる. ただ rの評価はなされていない. 最近、J. Rasmusen [25]は knot Floer
homologyを用いて、合田-寺垣内予想に対して |r| ≤ 4g + 3を示している.

4章において、P. Ozsváth and Z. Szabó [23]が与えた、lens surgeryを許す
knotのAlexander polynomialの必要条件を紹介し（証明はできない）、筆者
もまた lens surgeryを許す knotのAlexander polynomialの必要条件を示した
（[14, 15, 16]）が、Ozsváth and Szabó とはまた別種の条件であることを指摘
する. 門上 [14]ではMoserの結果 [22]、合田-寺垣内 [9]の genus 1 knotに対
する結果の代数版を示している. W. P. Thurston [29]は figure eight knotの
exceptional surgeryを調べているが、lens spaceがないことは [14]の手法の方
が容易に判定できている. 門上-山田 [15]では特に (−2,m, n)-pretzel knotの
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場合に限定して調べた. その際、広中の公式 [11]が用いられた. R. Fintushel
and R. J. Stern [7]が整数-surgery からできるレンズ空間の条件を示したが、
我々 [15]はこの結果の一般化もした. 門上-山田 [16]では lens surgeryを許す
knotのAlexander polynomialの必要条件を示している.

J. Berge [1]のknotは、fibered、tunnel number 1、positive braid表示がで
きる、などの性質が確認されている. P. Kronheimer, T. Mrowka, P. Ozsváth
and Z. Szabó [18]では、lens surgeryを許す knotは genus、4次元 genus、
Alexander polynomialの degreeの 1/2が一致することが示されている. これ
らより、かなり特別な knotであることがわかる. 山田 [36]は、Berge knotは
“L字型の”divide knotであることを予想し、さらに exceptional surgery（lens
surgeryを含む特別な surgery）の係数は divideの囲む “面積”の近くにある
ことも予想している.

筆者の数論のお勉強は、[3, 17]によるもので、円分体についての進んだ
勉強は [33]がいいようである.
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2 レンズ空間の分類

2.1 レンズ空間

Definition 2.1. (join) X, Y を位相空間とするとき、

X ∗ Y := X × Y × [0, 1]/〈(x, y, 0) ∼ (x, y′, 0), (x, y, 1) ∼ (x′, y, 1)〉
をXとY の joinという. X ∗Y の点を [(x, y; t)]と表し、tをparameterという.
[(x, y; t)]を [(x, y;

√
t :

√
1 − t)]と表すこともある. parameter (

√
t :

√
1 − t)

は上半円上の点に対応する.

X

Y

t=0

t=1

X Y*

S1 S1

S3

Figure 1: join

Proposition 2.2. (1) (X ∗ Y ) ∗ Z ∼= X ∗ (Y ∗ Z) は自然な同相である. 以
後、(X ∗ Y ) ∗ ZをX ∗ Y ∗ Zと表す.

(2) S2n−1 ∼= S1 ∗ · · · ∗ S1 (n (≥ 1)個の S1) で、特に S3 ∼= S1 ∗ S1 (Figure
1). 以後、S1 ∗ · · · ∗ S1 (n個の S1)を ∗nS1と表す.

Proof (+notation) (1) (X ∗ Y ) ∗ Zの点は [([(x, y; t1)], z; t2)]と表され、X ∗
(Y ∗ Z)の点は [(x, [(y, z; t2)]; t1)]と表される. これら 2点を同一のものと見
なす対応は同相写像を誘導する. X ∗ Y ∗ Z の点を [(x, y, z; t1, t2)]と表すこ
とにし、[(x, y, z;

√
t1 :

√
t2 :

√
1 − t1 − t2)] と表すこともある. parameter

(
√
t1 :

√
t2 :

√
1 − t1 − t2)は 2次元の上半球面上の点と対応する.

(2) S2n−1 = {(z1, · · · , zn) ∈ Cn | ∑n
i=1 |zi|2 = 1}の点 (z1, · · · , zn)を ∗nS1の

点 [(z1, · · · , zn; |z1| : · · · : |zn|)] と対応させればよい. parameter (|z1| : · · · :
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|zn|)は (n − 1)-次元の上半球面上の点と対応する. parameterを省略して
[(z1, · · · , zn)]と書くこともある.

Definition 2.3. (レンズ空間 L(p; q1, · · · , qn))
pを 2以上の整数（素数でなくてもよい）とし、ζ = exp(2π

√−1/p)とす
る. この ζは 1の原始 p乗根の 1つである. {q1, · · · qn}をそれぞれ pと互いに
素な整数の集合とする. このとき、∗nS1の点 [(z1, · · · , zn)] にG = Z/pZを、

ζ · [(z1, · · · , zn)] = [(ζq1z1, · · · , ζqnzn)]

により作用させることができる. この作用は properly discontinuousな作用な
ので、軌道空間もまた多様体となり、

L(p; q1, · · · , qn) := S2n−1/G

を（タイプ (p; q1, · · · , qn)の）レンズ空間と定義する.

Proposition 2.4. (1) π1(L(p; q1, · · · , qn)) ∼= Z/pZ. S2n−1 → L(p; q1, · · · , qn)
は universal covering である.

(2) q′i ≡ qi (mod p) (i = 1, · · · , n)のとき、L(p; q′1, · · · , q′n) ∼= L(p; q1, · · · , qn)
は向きを保つ同相.

(3) q′i ≡ εiqi (mod p), εi = ±1 (i = 1, · · · , n)のとき、L(p; q′1, · · · , q′n) ∼=
L(p; ε1q1, · · · , εnqn). p ≥ 3として、

∏n
i=1 εi = 1のとき、向きを保つ同相、∏n

i=1 εi = −1のとき、向きが逆の同相. p = 2のときは L(2; 1, · · · , 1)しか
ない.

(4) aを (a, p) = 1となる整数とするとき、L(p; aq1, · · · , aqn) ∼= L(p; q1, · · · , qn)
は向きを保つ同相. 特に、L(p; q1, · · · , qn) ∼= L(p; 1, q̄1q2, · · · , q̄1qn). ここで、
q̄は、q̄q ≡ 1 (mod p) となる整数.

(5) σを {1, 2, · · · , n}の置換とすると、L(p; qσ(1), · · · , qσ(n)) ∼= L(p; q1, · · · , qn)
は向きを保つ同相.

これらの確認は省略する. 向きについてはS2n−1に持ち上げて考えればよ
い. 以下のレンズ空間の分類定理は、Proposition 2.4の逆を主張する.

Theorem 2.5. (Reidemeister [26], Franz [8])レンズ空間L(p; q1, · · · , qn) (p ≥
2)について以下が言える.

(1) p = 2のとき、L(2; 1, · · · , 1) ∼= P 2n−1(R)のみで、複素変数から決まる向
きに固定される.
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(2) p ≥ 3のとき、L(p; q1, · · · , qn) ∼= L(p; q′1, · · · , q′n) が向きを保つ（向きを逆
にする）同相である必要十分条件は、

(i) (a, p) = 1となる a、

(ii) εi = ±1 (i = 1, · · · , n)で
∏n

i=1 εi = 1 （
∏n

i=1 εi = −1）となるもの、

(iii) {1, 2, · · · , n}の置換 σが存在し、

q′σ(i) ≡ εiaqi (mod p) (i = 1, · · · , n)

が成り立つことである.

これは後に示す.

Definition 2.6. (3次元レンズ空間 L(p, q))
低次元トポロジストに馴染みのある 3次元レンズ空間 L(p, q)の定義を

する.
T1, T2を向きの決まった solid torusとして、Figure 2のようにTi (i = 1, 2)

の向きのついたmeridian, longitudeをそれぞれmi, liとする. p, qを (p, q) = 1,
p ≥ 2となる整数とし、向きを逆にする同相 ϕ : ∂T2 → ∂T1を、誘導する
ϕ∗ : H1(∂T2) → H1(∂T1)が

ϕ∗([m2]) = [l1]
p[m1]

q, ϕ∗([l2]) = [l1]
r[m1]

s (ps− qr = 1)

で決まるものとする. このとき ϕはアイソトピーの範囲で一意に決まる. そ
して、

L(p, q) := T1 ∪ϕ (−T2)

と定義する. r, sの取り方の自由度は、T2のmeridianに沿うDehn twistで解
消されるので、L(p, q)は向きを込めて一意的に決まる.

m
l1

1 m
l2

2

T T21

�

Figure 2: 3次元レンズ空間

7



Proposition 2.7. (1) π1(L(p, q)) = 〈[l1]〉 ∼= Z/pZ.

(2) L(p, q) ∼= L(p; 1, q)は向きを保つ同相.

3次元の場合、Definition 2.3とDefinition 2.6が同値であることは割と容
易に確かめることができる. 例えば、S1 ∗S1の 2つのS1を p等分し、t = 1/2
における torusを p× p分割し、これから誘導される胞体分割をしておく. そ
して作用を丁寧に追っていけばDefinition 2.6と同じであることが見える. 実
は一般の次元でも、次元について帰納的に同様なやり方でL(p; q1, · · · , qn)を
作ることができる. Definition 2.6の定義の方法は一般の場合が言いにくい
が、Reidemeister torsionの計算はずっと楽である.

2.2 Reidemeister torsion

Reidemeister torsionは finite CW-complex X に対して定義される. 詳しい
定義は省略するが、大体は以下のようである.

Definition 2.8. (Reidemeister torsion) Xを finite CW-complex、Kを inte-
gral domainで 1を含むもの、ϕ : Z[H1(X)] → Kを環準同形とする. このと
き、これら（と universal abelian covering X̃ → X）からK 上の free chain
complex Cϕ(X)が決まる. これからXの（ϕに付随した）Reidemeister tor-
sion

τϕ(X) := τ (Cϕ(X))

が定義される. これはKの商体Q(K)に値を取り、±ϕ(h) (h ∈ H1(X))倍の
自由度を持つ. Cϕ(X)が acyclicのとき 0でない値に決まり、non-acyclicの
とき 0とする. また、τϕ(X)は simple homotopy invariantである.

H1(X)の free partをZrとするとき、H1(X) → Zr（何らかの意味で自然
な）全射から誘導される全射ϕ : Z[H1(X)] → Z[t±1

1 , · · · , t±1
r ]に対して τϕ(X)

を τ(X)と表す. S3の link complementに対しては自然な写像が取れる.

Proposition 2.9. (1) H1(S
1) = 〈t〉 ∼= Zのとき、τ (S1) = (t− 1)−1.

ϕ : Z[H1(S
1)] → Kで、ϕ(t) �= 1のとき、τϕ(S1) = (ϕ(t) − 1)−1.

(2) H1(S
1 × S1) = 〈t1, t2〉 ∼= Z ⊕ Zのとき、τ(S1 × S1) = 1.

ϕ : Z[H1(S
1 × S1)] → Kで、ϕ(t1) �= 1またはϕ(t2) �= 1のとき、τϕ(S1 ×

S1) = 1.
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(3) Lをホモロジー球面Σ内のn成分 link、N(L)をLの正則近傍とし、EL :=
Σ −N(L)とする. H1(EL) = 〈t1, · · · , tn〉 ∼= Znのとき、

τ(EL) =


∆L(t1)

t1 − 1
(n = 1),

∆L(t1, · · · , tn) (n ≥ 2).

ここで、∆L(t1, · · · , tn)はLの n変数Alexander polynomial.

(4) Xを finite CW-complexで、Euler数 χ(X) �= 0 であるもののとき、いか
なるϕ : Z[H1(X)] → Kに対しても τϕ(X) = 0.

(5) Y を finite CW-complexとし、H1(S
1) = 〈t〉, H1(Y ) = 〈t1, · · · , tn〉のと

き、τ(S1 × Y ) = (t− 1)−χ(Y ).

ϕ : Z[H1(S
1×Y )] → Kで、ϕ(t) �= 1のとき、τϕ(S1×Y ) = (ϕ(t)−1)−χ(Y ).

Theorem 2.10. (excision; 切除性質) X を finite CW-complex、X1, X2 を
X の subcomplexで、X = X1 ∪ X2とする. そして Y = X1 ∩ X2とおく.
ji : Z[H1(Xi)] → Z[H1(X)] (i = 1, 2), j : Z[H1(Y )] → Z[H1(X)]を自然
な inclusionが誘導する写像とし、ϕ : Z[H1(X)] → K を環準同形とする.
ϕi := ji ◦ ϕ (i = 1, 2), ϕ′ = j ◦ ϕとおき、τϕ′

(Y ) �= 0のとき、

τϕ(X) = τϕ1(X1) · τϕ2(X2) · {τϕ′
(Y )}−1.

Remark 2.11. (1) Proposition 2.9 (5)は直ちには出てこないが、単体分割
して excisionを用いると次元についての帰納法で出る.

(2) Mをoriented closed 3-manifoldで、M = M1
M2, rank(H1(Mi)) > 0 (i =
1, 2) と連結和分解するもののとき、χ(M) = 0だが τ(M) = 0である. これは
framed link表示したとき、split linkとして取れるので、その linkのAlexander
polynomialが 0になることが原因である. そこで、ϕとしてH1(Mi)の一方を
つぶす写像を経由させてみると、0でない情報を取り出せることがある. 逆に
そうしないと 0でない情報は取り出せない. この場合、ϕを取り変えること
は各既約成分を見ていることに “ほぼ”対応する. もう少し精密には、framed
link表示したとき、splitな Seifert surfaceが張られるとき、各 non-split成分
を見ていることになる.

Definition 2.12. (knot Kに沿う p/q-surgery)
Kを、ホモロジー球面 Σ内の knotとし、その向き付けられたmeridian,

longitudeをそれぞれm, lとする. T を solid torusとし、その向き付けられた
meridian, longitudeをそれぞれm′, l′とする. p, qを (p, q) = 1となる整数と
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する. ただし、p = 0のときは q = 1、q = 0のときは p = 1と約束する. 向
きを逆にする写像 f : ∂T → ∂N(K)を、これが誘導するホモロジーの写像
f∗ : H1(∂T ) → H1(∂N(K))が

f∗([m′]) = [m]p[l]q, f∗([l′]) = [m]r[l]s (ps− qr = −1)

となるものとする. このとき、

Σ(K; p/q) := Σ −N(K) ∪f (−T )

を、Kに沿う p/q-surgeryという. 特に q = 0のときは、∞-surgeryという.

Proposition 2.13. (Turaev [30, 31]) Kを、ホモロジー球面Σ内のknotとし、
p ≥ 2を整数、d ≥ 2をpの約数とし、ζdを 1の原始d乗根とする. qを (p, q) =
1なる整数とし、H1(Σ(K; p/q)) = 〈t〉 ∼= Z/pZ、ϕd : Z[H1(Σ(K; p/q))] →
Q(ζd)を ϕd(t) = ζdで決まる環準同形とする. このとき、

τϕd(Σ(K; p/q)) = ∆K(ζd)(ζd − 1)−1(ζ q̄
d − 1)−1 (q̄q ≡ 1 (mod p)).

Proposition 2.9 (1), (2), (3), Theorem 2.10から容易に導くことができる.

Example 2.14. U を S3内の unknotとするとき、L(p, q) = S3(U ;−p/q)な
ので、

τϕd(L(p, q)) = (ζd − 1)−1(ζ q̄
d − 1)−1.

同様にして、一般の場合も計算することができる.

Theorem 2.15. (Reidemeister [26], Franz [8])

τϕd(L(p; q1, · · · , qn)) =
n∏

i=1

(ζ q̄i
d − 1)−1.

±ζm
d 倍の自由度で決まる. また ϕdの自由度は、Gal (Q(ζd)/Q) によって

ζdを ζa
d (a, d) = 1に取り変える分だけある. この自由度は、元をたどると

H1(L)の生成元 tの取りかえに由来するものであることも指摘しておく.
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2.3 Franzの lemmaとレンズ空間の分類

Lemma 2.16. (Franz [8]) nを 3以上の整数として、S = (Z/nZ)×を Z/nZ
の乗法群とする. つまり、

S = {[a] ∈ Z/nZ | (a, n) = 1}.
ζdを 1の原始 d乗根 (d|n, d ≥ 2)とし、整数の集合 {ai}i∈S が以下の条件を
満たすとする.

(1)
∏
i∈S

(ζ i
d − 1)ai = 1 (∀d|n, d ≥ 2), (2) ai = a−i (∀i ∈ S), (3)

∑
i∈S

ai = 0.

このとき、全ての ai (i ∈ S)は 0である.

この Lemma 2.16を仮定して、Theorem 2.5を示す.

Theorem 2.5. (Reidemeister [26], Franz [8])レンズ空間L(p; q1, · · · , qn) (p ≥
2)について以下が言える.

(1) p = 2のとき、L(2; 1, · · · , 1) ∼= P 2n−1(R)のみで、複素変数から決まる向
きに固定される.

(2) p ≥ 3のとき、L(p; q1, · · · , qn) ∼= L(p; q′1, · · · , q′n) が向きを保つ（向きを逆
にする）同相である必要十分条件は、

(i) (a, p) = 1となる a、

(ii) εi = ±1 (i = 1, · · · , n)で
∏n

i=1 εi = 1 （
∏n

i=1 εi = −1）となるもの、

(iii) {1, 2, · · · , n}の置換 σが存在し、

q′σ(i) ≡ εiaqi (mod p) (i = 1, · · · , n)

が成り立つことである.

(Proof of Theorem 2.5) p = 2のときは明らかなので、p ≥ 3とする. Propo-
sition 2.4より、L(p; q1, · · · , qn) ∼= L(p; q′1, · · · , q′n) を仮定したときの (i), (ii),
(iii)の成立のみを示す. ζdを 1の原始 d乗根 (d|p, d ≥ 2)とすると、Reide-
meister torsionが topological invariantであることから、適当な a (a, p) = 1
が存在して、

τϕ′
d(L(p; q′1, · · · , q′n)) .

= τϕd(L(p; aq1, · · · , aqn)) · · · 1©
が成立する. これで (i)はクリアした. 以下、a = 1と仮定しても一般性は失
わないので、そうする. また、ζ = ζdとする.
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1©はこの場合、
n∏

i=1

(ζ q̄′i − 1)−1 = ±ζm
n∏

i=1

(ζ q̄i − 1)−1

を意味する. 両辺に複素共役をかけて整頓すると、

n∏
i=1

(ζ q̄i − 1)(ζ−q̄i − 1) =
n∏

i=1

(ζ q̄′i − 1)(ζ−q̄′i − 1).

各辺を ∏
j∈(Z/pZ)×

(ζj − 1)bj =
∏

j∈(Z/pZ)×
(ζj − 1)cj

と表しておく. このとき、

bj = b−j, cj = c−j ,
∑

j∈(Z/pZ)×
bj =

∑
j∈(Z/pZ)×

cj = 2n.

aj = bj − cjとおくと、∏
j∈(Z/pZ)×

(ζj − 1)aj = 1, aj = a−j ,
∑

j∈(Z/pZ)×
aj = 0

となる. Franzの lemmaより、aj = 0. つまり、bj = cj . これは、適当な並
べ替えで {±q̄′i}が {±q̄i}に一致することに当たる. これで (iii)をクリアした.
(ii)の向きの考察はすでにしたのでクリア. これで示された.
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3 数論の道具と、Franzの lemmaの証明

この章は Franzの lemma (Lemma 2.16) の証明を目標とする. はじめにその
ための数論の道具を準備する.

3.1 代数体とその整数環

Q上の代数拡大体とそのGalois群で、利用するもののみの説明をする.

Definition 3.1. (代数的数、最小多項式、共役、代数的整数)
Q上の多項式 f(X)の根となる数 αのことを代数的数といい、そうでは

ない複素数のことを超越数という.

代数的数 αに対して、これを根とするQ上の多項式のうち既約なものを
αの最小多項式という. そのうち、Z係数で、係数の最大公約数が 1になり、
最大次数の係数が正のものが一意的に決まる. これを fα(X)と表すことにす
る. fα(X)の次数を、αの次数といい、例えば次数 nのとき、αを n次の（代
数的）数という.

代数的数 αに対して、最小多項式 fα(X)の他の根を、αの（Q上の）共
役という.

代数的数 αの最小多項式 fα(X)が monicのとき、αを代数的整数とい
う. 例えば、fibered knotのAlexander polynomialの根は代数的整数である.
fibered knotのmonodromy matrixの固有値、という言い方もできる.

Definition 3.2. (代数体、整数環)
{αi (i ∈ I)}を代数的数の集合とし、Qにそれらを添加した体をKとす

る. つまり、
K := Q({αi (i ∈ I)}).

このように表されるようなKを、Q上の代数拡大体という. 簡単に代数体と
もいう. 記号でK/Qと表すことがある.

Q上の代数体Kを、Q上のベクトル空間と見たときの次元を、KのQ上
の拡大次数といい、[K : Q]と表す. [K : Q]が有限のとき、Kは有限次代数
拡大、具体的に [K : Q] = nのとき、n次代数拡大という. それ以外の代数拡
大を無限次代数拡大という. 我々は有限次代数拡大のみを扱うので、以後断
りがない限りそう仮定する.

代数体Kの元で、代数的整数を全て集めると、環をなす. これをKの代
数的整数環、または単に整数環という. 記号で IK と表す.
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Definition 3.3. (単拡大)
代数体K が、ただ 1つの代数的数 αによりK = Q(α)と表されるとき、

Kを単拡大という. 実は、全ての代数体は単拡大である. αの次数が nのと
き、[K : Q] = nである. αの共役をα1, · · · , αnとするとき、K1 = Q(α1),· · ·,
Kn = Q(αn) をKの共役という. これらはQ上同形な体である. Ki ⊂ Rの
とき実共役、そうでないとき虚共役という. これは αiが実数であるか否かと
同じことである.

Definition 3.4. (Galois拡大、Galois群)
代数体Kの共役が全て一致するとき（K1 = · · · = Kn）、KをGalois拡

大という. KのQ上自己同形写像全体は群をなす. この群をK/QのGalois
群といい、Gal (K/Q)と表す. |Gal (K/Q)| = [K : Q]である. 代数的数 αの
共役全体を α1, · · · , αn とすると、K = Q(α1, · · · , αn)はGalois拡大である.

Q上の多項式 f(X)の全ての根を α1, · · · , αnとして、それらをQに添加
した体Kf = Q(α1, · · · , αn)を、f(X)の最小分解体という. これはGalois拡
大体となる. Gf := Gal (Kf/Q)とおくと、Gf の元は α1, · · · , αnの間の置換
を引き起こし、逆に α1, · · · , αnの置換がGf の元から引き起こされるもので
あるとき、その元は一意的に決まる. よって、Gf は n次対称群 Snの部分群
と見なすことができる. よって、|Gf |は n!の約数である. f(X)が既約多項
式のとき、Gf はα1, · · · , αnに推移的に作用する. このとき、|Gf |は nの倍数
である.

Proposition 3.5. K/Qを n次Galois拡大とするとき、K の任意の元 αの
最小多項式 fα(X) の根は全てKの元となり、その次数mは nの約数となる.
fα(X)の最小分解体K ′はK/Qの中間体となる.

Definition 3.6. (norm、trace)
K/Qを n次Galois拡大とする. K の任意の元 αに対して、{σ(α) | σ ∈

Gal(K/Q)}は、αの最小多項式fα(X)の根全てを部分集合として含み、fα(X)
の次数をmとすると、fα(X)の各根が n/m回ずつ現れる.

NK/Q(α) :=
∏

σ∈Gal (K/Q)

σ(α), TK/Q(α) :=
∑

σ∈Gal (K/Q)

σ(α)

をそれぞれ、αの（K/Qに関する）norm、traceという. normや traceは一
般にQの元で、αが代数的整数ならばZの元である.

Proposition 3.7. K/QがGalois拡大のとき、α, β ∈ Kに対し、

NK/Q(αβ) = NK/Q(α)NK/Q(β), TK/Q(α + β) = TK/Q(α) + TK/Q(β).
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Definition 3.8. (単数、単数群)
代数体Kの整数環 IKの元αが、IKにおいて逆元をもつとき単数という.

単数全体は有限生成アーベル群をなす. これを単数群といい、UKと表す.

Proposition 3.9. K/QがGalois拡大で、αが代数的整数のとき、αが単数
である必要十分条件は、NK/Q(α) = ±1であることである.

αが単に代数的数のときには正しくないので注意. 例えば、f(X) = 2X2−
X+2の解αのnormをその最小分解体K = Q(

√−15)で考えると、NK/Q(α) =
1だが、そもそも αは代数的整数ではないので単元になり得ない.

Definition 3.10. (判別式 DK)
n次代数拡大 K/Qの整数環 IK は Z自由加群であり、その rankは nで

ある. IKの基底の 1つを 〈ω1, · · · , ωn〉 とし、Gal (K/Q)の元を並べたものを
{σ1, · · · , σn}として、n次正方行列∆ := (σi(ωj))とする. このとき、

DK := (det(∆))2

をK の判別式という. これは基底の取り方によらず、DK �= 0なる整数で
ある.

Proposition 3.11. (Minkowski) DK = ±1となるのはK = Qのみ.

次節 3.2は、この節の具体例を提供する. 3.5節では、単数群UKの構造定
理を述べる.

3.2 円分多項式、円分体

この節は、Franzの lemmaの証明にも用いるが、4章でも多く用いられる道
具の準備をする.

Definition 3.12. (Euler関数、Möbius関数)
n ≥ 2となる整数に対して、

ϕ(n) := |(Z/nZ)×|

をEuler関数と定義する. さらに ϕ(1) = 1とすると、ϕ : N → Nとできる.

自然数 nに対して、

µ(n) :=


1 (n = 1),
(−1)m (n = p1 · · · pm; 異なる素数の積),
0 (それ以外; ある素数の 2乗の倍数).
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をMöbius関数と定義する. これも µ : N → Nである.

Proposition 3.13. (1) m,nが自然数で、(m,n) = 1のとき、

ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n), µ(mn) = µ(m)µ(n).

(2) pが素数のとき、ϕ(pr) = pr − pr−1 = pr−1(p− 1).

(3) n = pr1
1 · · · prm

m と素因数分解されているとき、

ϕ(n) = ϕ(pr1
1 · · · prm

m ) =
m∏

i=1

pri−1
i (pi − 1) = n

m∏
i=1

(
1 − 1

pi

)
.

(4) n ≥ 3のとき、ϕ(n)は偶数.

(5) ある数N を定めたとき、ϕ(n) ≤ N を満たす nは有限個.

(6) ∑
d|n
ϕ(d) = n,

∑
d|n
µ(d) =

{
1 (n = 1),
0 (n ≥ 2).

(7) f, g : N → Nが
∑
d|n
f(d) = g(n)を満たすとき、f(n) =

∑
d|n
µ
(
n

d

)
g(d).

(8) ϕ(n) =
∑
d|n
µ
(
n

d

)
d =

∑
d|n
µ(d)

n

d
.

Definition 3.14. (円分多項式)

nを自然数として、ζ = e
2π

√−1
n とする. このとき、

Φn(x) :=
∏

i∈(Z/nZ)×
(x− ζ i)

を（第 n）円分多項式という.

Proposition 3.15. (1) Φn(x)は Z係数で、既約でmonicで reciprocalな多
項式で、次数は ϕ(n)である.

(2) Φn(x) =
∏
d|n

(xd − 1)µ(n/d).

(3) xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x).

(4) Φ1(x) = x− 1, Φ2(x) = x+ 1, Φ3(x) = x2 + x+ 1, Φ4(x) = x2 + 1.
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(5) pが素数のとき、

Φpr(x) =
xpr − 1

xpr−1 − 1
= xpr−1(p−1) + xpr−1(p−2) + · · · + xpr−1

+ 1.

(6) n = pr1
1 · · · prm

m のとき、

Φn(x) = Φp
r1
1 ···prm

m
(x) = Φp1···pm(xp

r1−1
1 ···prm−1

m ).

(7)

Φn(1) =


0 (n = 1),
p (n = pr; pは素数),
1 (それ以外).

Definition 3.16. (円分体)
ζを 1の原始n乗根とするとき、K = Q(ζ)を（第n）円分体という. K/Q

はGalois拡大で、ζの最小多項式はΦn(x)である.

Proposition 3.17. 以下で、ζを 1の原始 n乗根とし、K = Q(ζ)を第 n円
分体とする.

(1) Gal (K/Q) ∼= (Z/nZ)×, |Gal (K/Q)| = |(Z/nZ)×| = [K : Q] = ϕ(n).

(2) Kの整数環は IK = Z[ζ]で、Dedekind整域になる. （つまり、全てのイ
デアルが素イデアルの積に一意分解される.）

(3) nが素数ベキでないとき、1 − ζ i (i ∈ (Z/nZ)×)は、単数である.

(4)
1 − ζ i

1 − ζj
(i, j ∈ (Z/nZ)×)は、単数である.

(5) n = pが奇素数のとき、IK の単数群 UK は、

UK
∼= Zp−3/2 ⊕ Z/2pZ

の構造を持つ.

Remark 3.18. (1) Proposition 3.15 (1)において、σ ∈ Gal (K/Q)により
σ(ζ) = ζaとなるとき、σには a ∈ (Z/nZ)× を対応させる.

(2) Proposition 3.17 (5)は、Dirichletの単数定理の特別な場合で、さらにも
う少し付け加えると、Franzの lemmaの特別な場合（n = pが奇素数の場合）
を直ちに導く.
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ηi :=
1 − ζ i

1 − ζ

(
i = 2, 3, · · · , p− 1

2

)
が、free partと同じ rankの subgroup

を生成し、torsion partは、−ζ により生成される. これによって、Franzの
lemmaの特別な場合（n = pが奇素数の場合）が成り立つことがわかる.

(3) Proposition 3.17 (3), (4)のような単数を円単数という.

以後の準備は、Franzの lemmaの一般の場合を示すためのものである.

3.3 指標、Gauss和

Definition 3.19. (平方剰余) pを奇素数として、nを (n, p) = 1なる数とす
る. nがある整数mと、n ≡ m2 (mod p) の関係にあるとき、nを（pに関す
る）平方剰余といい、そうでないとき、平方非剰余という. 記号で、(

n

p

)
= 1 (nは平方剰余),

(
n

p

)
= −1 (nは平方非剰余)

と表し、Legendreの記号という. これは準同形写像(
p

)
: (Z/pZ)× → {1,−1} ⊂ C×

と見なすことができる.

Proposition 3.20. (平方剰余の相互法則) 以下で、pを奇素数とする.

(1) (一般相互法則)

(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)(p−1)/2·(q−1)/2.

(2) (第 1補充法則)

(−1

p

)
= (−1)(p−1)/2 (p �= 2).

(3) (第 2補充法則)

(
2

p

)
= (−1)(p2−1)/8.

これらの法則から、ユークリッドのアルゴリズムなどを利用して値を求
めることができる.

Definition 3.21. (指標)
任意の群Gから乗法群としてのC∗への準同形写像χ : G→ C∗ を指標と

いう. Gの指標全体は、C∗での演算により群と見なせる. これを Ĝと表す.
我々は、Gとして特に有限アーベル群、さらに有限巡回群（環）の乗法群に
限定して指標を扱う. Legendreの記号は指標である.
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特にG = (Z/nZ)×のとき、n ≥ 3ならばϕ(n)は偶数で、−1 ∈ Gである.
χ(−1) = 1となるGの指標を偶指標、χ(−1) = −1となるGの指標を奇指標
という.

Proposition 3.22. Gを有限アーベル群とするとき、Gの指標全体の群 Ĝは
Gと同形. ただし、自然な同形ではない. 一方、G ∼= ̂̂

Gは自然な同形.

Definition 3.23. (類指標)
χd : Z → Cがmod dの類指標であるとは、

(i) (n, d) �= 1のとき、χd(n) = 0,

(ii) (n, d) = 1のとき、|χd(n)| = 1,

(iii) χd(mn) = χd(m)χd(n),

(iv) m ≡ n (modd)ならば、χd(m) = χd(n),

を満たすときをいう. χdは自然に (Z/dZ)×の指標を誘導し、逆に (Z/dZ)×

の指標はmod dの類指標を誘導する.

χ0(n) :=

{
0 (n, d) �= 1,
1 (n, d) = 1,

をmod dの基本指標という.

d > 0, k > 0のとき、

ψ : (Z/dkZ)× → (Z/dZ)×

を
n (mod dk) �→ n (mod d)

で定義する. このとき、mod dの類指標 χdに対して、

(i) (n, dk) �= 1のとき、χdk(n) = 0,

(ii) (n, dk) = 1のとき、χdk(n) = χd ◦ ψ(n),

が成り立つとき、χdkはmoddkの類指標であり、“χdにより誘導された類指
標”という. このことを記号で、

χdk ∼ χd

と表す.
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Lemma 3.24. χ1, χ2をそれぞれmodd1, modd2の類指標であって、d1|d, d2|d
なる dに対してmoddの類指標 χが存在して、

χ ∼ χ1, χ ∼ χ2

となるとき、mod (d1, d2)の類指標 χ3が一意的に存在して、

χ ∼ χ1 ∼ χ3, χ ∼ χ2 ∼ χ3

となる.

Definition 3.25. (導手、原始指標)
任意の類指標 χから誘導される類指標のmodの最小値 dを導手という.

mod dの類指標 χの導手が dのとき、χを原始指標という.

Proposition 3.26. Gを有限アーベル群として、Ĝをその指標の集合とする.

Ĝ = {χ | χ : G→ C∗, 準同形写像 }
また、Gの位数をN とする. このとき以下が成り立つ.

(1) ∑
g∈G

χ(g) =

{
N (χは原始指標),
0 (それ以外),

∑
χ∈Ĝ

χ(g) =

{
N (g = e; 単位元),
0 (g �= e).

(2) (指標の直交性)

∑
g∈G

χ(g) · χ′(g) =

{
N (χ = χ′),
0 (χ �= χ′),

∑
χ∈Ĝ

χ(g) · χ(g′) =

{
N (g = g′),
0 (g �= g′).

Proof 指標の演算は、(χ · χ′)(t) := χ(t) · χ′(t)で定義する.

[I] まずG = 〈t〉 ∼= Z/kZ (k ≥ 2)の場合を示す.

ζは 1の原始 k乗根として、χi ∈ Ĝを χi(1) = 1, χi(t) = ζ i なるものとす
るとき、

Ĝ = {χi | i = 0, 1, · · · , k − 1} ∼= Z/kZ
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である.

(1)
k−1∑
n=0

χi(t
n) =

k−1∑
n=0

ζni =

{
k (i = 0),
0 (i �= 0),

k−1∑
i=0

χi(t
n) =

k−1∑
i=0

ζni =

{
k (n = 0),
0 (n �= 0).

(2)

k−1∑
n=0

χi(t
n) · χj(tn) =

k−1∑
n=0

ζni · ζ−nj =
k−1∑
n=0

ζn(i−j) =

{
k (i = j),
0 (i �= j),

k−1∑
i=0

χi(t
m) · χi(tn) =

k−1∑
i=0

ζmi · ζ−ni =
k−1∑
i=0

ζ(m−n)i =

{
k (m = n),
0 (m �= n).

[II] 〈s〉 ∼= Z/kZ, 〈t〉 ∼= Z/lZ (k, l ≥ 2)で、G = 〈s, t〉 ∼= Z/kZ⊕Z/lZの場合.

ζk, ζlをそれぞれ 1の原始 k乗根、l乗根として、χi,j ∈ Ĝを

χi,j(1) = 1, χi,j(s) = ζ i
k, χi,j(t) = ζj

l

なるものとするとき、

Ĝ = {χi,j | i = 0, 1, · · · , k − 1; j = 0, 1, · · · , l − 1} ∼= Z/kZ ⊕ Z/lZ,

χi,j(s
mtn) = ζmi

k · ζnj
l

である.

(1)

∑
m,n

χi,j(s
mtn) =

∑
m,n

ζmi
k · ζnj

l =

(
k−1∑
m=0

ζmi
k

)(
l−1∑
n=0

ζnj
l

)
=

{
k (i = j = 0),
0 (otherwise),

∑
i,j

χi,j(s
mtn) =

∑
i,j

ζmi
k · ζnj

l =

(
k−1∑
i=0

ζmi
k

)l−1∑
j=0

ζnj
l

 =

{
k (m = n = 0),
0 (otherwise).

(2) 同様な計算で示すことができる. （略）

[III] 一般の有限アーベル群のときも同様なので省略.

♣ これらはそのまま類指標についての主張に翻訳できる.
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Definition 3.27. (Gauss和)
ζ = exp(2π

√−1/n)、χ : (Z/nZ)× → C∗ をmodnの指標とする. このと
き整数 aに対し、

G(χ, ζa) =
∑

i∈(Z/nZ)×
χ(i)ζai

をGauss和という.

♣ 以後適宜、類指標についての定義に読み変えて使用することがある.

Prpposition 3.28. (1) χがmodnの原始指標で、(a, n) �= 1のとき、

G(χ, ζa) = 0.

(2) χがmodm (m|n, m �= n)の原始指標で、(a, n) = 1のとき、

G(χ, ζa) = 0.

(3) χがmodnの原始指標で、(a, n) = 1のとき、

(i) G(χ, ζa) = χ(a)−1G(χ, ζ).

(ii) |G(χ, ζa)| =
√
n.

(iii) (Gauss) 特に、pが奇素数、χL(x) =

(
x

p

)
のとき、

G(χL, ζ) =

{ √
p (p ≡ 1 (mod 4)),

i
√
p (p ≡ 3 (mod 4)).

(4) n = n1 · · ·nr, ni ≥ 2, (ni, nj) = 1 (i �= j)、χni
をmodniの指標として、

χn =
r∏

i=1

χni
とするとき、

G(χn, ζ
a
n) =

r∏
i=1

χni

(
n

ni

) r∏
i=1

G(χni
, ζa

ni
).

ここで、ζkは exp(2π
√−1/k)を表す.
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3.4 L関数

Definition 3.29. (ζ関数)
sを複素変数とする級数：

ζ(s) = 1 +
1

2s
+ · · · + 1

ns
+ · · · =

∞∑
n=1

1

ns
(Re (s) > 1)

をRiemannの ζ関数という. この形では、Re (s) > 1でのみ絶対一様収束
する解析関数だが、解析関数として全平面へ解析接続できる. これもやはり
ζ関数という.

Proposition 3.30. (1) ζ(s)は全平面の有理形関数に解析接続され、極は
s = 1において、留数 1の 1位の極を持つのみ. 零点は負の偶数を自明な零点
として持つ.

(2) Pを素数全体の集合とするとき、Re (s) > 1において、Euler積表示が
できる.

ζ(s) =
∏
p∈P

1

1 − 1

ps

.

Remark 3.31. (1) s = 1の近くで、

ζ(s) =
1

s− 1
+O(1)

と表される. このこととEuler積により、素数が無限個存在することがわかる.

(2) Riemann予想とは、“他の自明でない零点は全て Re (s) = 1/2 を満た
す”というものであるが、まだ解決していない（と思われる）.

Definition 3.32. (L関数)
mod dの類指標 χdに対して、sを複素変数とする級数：

Ld(s, χ) :=
∞∑

n=1

χ(n)

ns

をDirichletの L関数という. ζ(s) = Ld(s, χ0)である.

Proposition 3.33. (1) Dirichletの L関数 Ld(s, χ)は、Re (s) > 1において
絶対一様収束し、

|Ld(s, χ)| ≤ |ζ(s)|.
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χ �= χ0ならば、Re (s) > 0において収束して、解析関数となる.

(2) Re (s) > 1において以下の無限積表示ができる.

Ld(s, χ) =
∏
p∈P
p � | d

1

1 − χ(p)

ps

.

Theorem 3.34. mod dの類指標 χ �= χ0に対して、

Ld(1, χ) �= 0.

Remark 3.35. (1) Ld(1, χ)の値は、Gauss和と指標を用いる表示と、単数
群からくるいくつかの数値を用いる表示がある.

(2) Theorem 3.34を用いると、いわゆる “算術級数の素数定理”を示すこと
ができる.

Theorem 3.36. (算術級数の素数定理) (a, d) = 1のとき、初項 a、公差 dの
等差数列中に無限個の素数が含まれる.

3.5 Dirichletの単数定理

Theorem 3.37. (Dirichlet) n次拡大K/Qにおいて、r1, 2r2をそれぞれ実共
役および虚共役の数とする. （虚共役は複素共役のペアがあるので、必ず偶
数個. また、n = r1 + 2r2である.）このとき、Kの単数群UKは r1 + r2個の
生成元 ρ, η1, · · · , ηr1+r2−1 を持ち、

(i) ρの位数は有限（mとする. つまり、ρm = 1）.

(ii) η1, · · · , ηr (r = r1 + r2 − 1) は位数無限で、乗法的に一次独立.

よって、抽象群として、

UK
∼= Zr ⊕ Z/mZ

が成り立つ.

Remark 3.38. m, rの決定は割合容易だが、η1, · · · , ηrの決定は一般に難し
い. たとえ乗法的に一次独立だとしても、有限指数で入る部分群かも知れな
い. ただ、Franzの lemmaに応用する分には、一次独立性しか用いないので
充分用が足りる.

この証明はしないが、これを補助する結果として次を挙げる.
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Proposition 3.39. (1) 代数体Kに含まれる 1のベキ根全体は、有限巡回群
W をなす.

(2) (Kronecker) n次拡大K/Qの整数環 IK の元 α の共役 α1, · · · , αnが全て
|αi| ≤ 1 (i = 1, · · · , n)を満たすとき、αは 1のベキ根である.

これらは、UKの torsion partが有限巡回群をなすことと、free partの元
であるための条件を与えている.

Remark 3.40. 特に n次円分体K = Q(ζ) (n ≥ 3)については次のように言
える：

UK は抽象群として、

UK
∼= Zϕ(n)/2−1 ⊕ Z/mZ

で、torsion partの生成元は、(i) nが奇数のとき−ζで、m = 2n、(ii) nが偶
数のとき ζで、m = n.

free partについては、n = p (pは奇素数)のとき、

ηi =
1 − ζ i

1 − ζ

(
i = 2, 3, · · · , p− 1

2

)

が基底になることが知られている. しかしそれ以外の場合は、例えば n = pr

のように奇素数ベキの場合でも、

η′i =
1 − ζ i

1 − ζ

(
2 ≤ i ≤ pr − 1

2
; (i, p) = 1

)

が基底になるかどうかは直ちにわからない. （筆者は知らない.）ただ Franz
の Lemmaを認めると、一次独立ではある.

nが素数ベキ以外のとき、

η′i = 1 − ζ i
(
2 ≤ i ≤ n

2
; (i, n) = 1

)
も一次独立ではあるが、基底かどうかはわからない. 例えば、n = 30のとき、
ξ = 1 − ζ3を η′iで表すと、

ξ2 = ζ−3η′1η
′
11

となり、基底でないことがわかる.

このように、UKの free partの基底を定めることは大変難しく、現在でも
数論の問題の 1つになっているのであろう.
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3.6 Franzの lemmaの証明

ここでいよいよ Franzの lemmaを証明する. 以下に再々掲する.

Lemma 2.16. (Franz [8]) nを 3以上の整数として、S = (Z/nZ)×を Z/nZ
の乗法群とする. つまり、

S = {[a] ∈ Z/nZ | (a, n) = 1}.

ζdを 1の原始 d乗根 (d|n, d ≥ 2)とし、整数の集合 {ai}i∈S が以下の条件を
満たすとする.

(1)
∏
i∈S

(ζ i
d − 1)ai = 1 (∀d|n, d ≥ 2), (2) ai = a−i (∀i ∈ S), (3)

∑
i∈S

ai = 0.

このとき、全ての ai (i ∈ S)は 0である.

(Proof of Lemma 2.16) n = pが素数のときは、Dirichletの単数定理（の証
明）から直ちに従うが、一般の nの場合の証明は、素数の場合も含めた証明
になっているのでDirichletの単数定理に頼らない証明をすることができる.
しかし、一般の場合ももしかするとDirichletの単数定理（の証明）から導く
ことができるのかも知れない.

Ĝをmodnの類指標全体の集合とする. このとき、任意の χ ∈ Ĝで、

∑
i∈S

χ(i)ai = 0

を示せばよい. なぜならもし上式が成り立つと仮定すると、任意の固定した
i0 ∈ Sにおいて、∑

χ∈Ĝ

χ(i−1
0 )

∑
i∈S

χ(i)ai =
∑
i∈S

ai

∑
χ∈Ĝ

χ(ii−1
0 ) = ϕ(n)ai0 = 0

となり、ai0 = 0が従う. (Proposition 3.26 (1) (p18)参照)

χ = χ0 (基本指標 (p17, 18))のとき、∑
i∈S

χ0(i)ai =
∑
i∈S

ai = 0

より、成り立つ.
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χが奇指標 (χ(−1) = −1 (p17))のとき、ai = a−iと∑
i∈S

χ(i)ai =
∑
i∈S

χ(−i)a−i = −∑
i∈S

χ(i)a−i = −∑
i∈S

χ(i)ai

より、 ∑
i∈S

χ(i)ai = 0.

以下、χ �= χ0, χ(−1) = 1を仮定する. χの導手を dとし、ζ = ζdを 1の原
始 d乗根とする. 自然な射影 p : (Z/nZ)× → (Z/dZ)× として、S ′ = (Z/dZ)×

とおく.
bm :=

∑
i∈S

p(i)=m∈S′

ai

とおくと、

bm = b−m,
∑

m∈S′
bm = 0,

∑
i∈S

χ(i)ai =
∑

m∈S′
χ(m)bm · · · 1©

条件 (1)より、∏
m∈S′

(ζm − 1)bm = 1,
∏

m∈S′
(ζml − 1)bm = 1 ((l,m) = 1).

右側の式は、Gal (Q(ζ)/Q) の元で動かせたものである. 右側の式の対数を取
ることにより、 ∑

m∈S′
bm log |1 − ζml| = 0,

∑
l∈S′

χ(l)
∑

m∈S′
bm log |1 − ζml| =

∑
m∈S′

bm
∑
l∈S′

χ(l) log |1 − ζml| = 0,

∑
m∈S′

bm
∑
l∈S′

χ(m)χ(ml) log |1−ζml| =
∑

m∈S′
χ(m)bm

∑
l∈S′

χ(ml) log |1−ζml| = 0.

mlを lに取りかえることにより、

(
∑

m∈S′
χ(m)bm)(

∑
l∈S′

χ(l) log |1 − ζ l|) = 0 · · · 2©

以下、 ∑
l∈S′

χ(l) log |1 − ζ l| �= 0 · · · 3©
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を示す. もしこれが示されれば、 2©より、∑
m∈S′

χ(m)bm = 0.

この複素共役を取ると、 ∑
m∈S′

χ(m)bm = 0

で、 1©より、 ∑
i∈S

χ(i)ai = 0

が示されて、証明が完了する.

以下、 3©を示す.

G(χ, ζ) =
∑
l∈S′

χ(ml)ζml = χ(m)
∑
l∈S′

χ(l)ζml,

χ(m) =
1

G(χ̄, ζ)

∑
l∈S′

χ̄(l)ζml.

この式は、χを指標から類指標に読み変える立場で、全ての整数 nで成立す
る. Proposition 3.28 (3) (ii)からG(χ̄, ζ) �= 0である.

Ld(1, χ) =
∞∑

m=1

χ(m)

m
=

1

G(χ̄, ζ)

∞∑
m=1

∑
l∈S′

χ̄(l)ζml

m
=

1

G(χ̄, ζ)

∑
l∈S′

χ̄(l)
∞∑

m=1

ζml

m
.

χ(−1) = 1なので、

∑
l∈S′

χ̄(l)
∞∑

m=1

ζml

m
=
∑
l∈S′

χ̄(l)
∞∑

m=1

ζ−ml

m
.

Ld(1, χ) =
1

G(χ̄, ζ)

∑
l∈S′

χ̄(l)
1

2

∞∑
m=1

(
ζml

m
+
ζ−ml

m

)

=
1

G(χ̄, ζ)

∑
l∈S′

χ̄(l) log |1 − ζ l|.

χ �= χ0であることと、Theorem 3.34 より、Ld(1, χ) �= 0. よって、∑
l∈S′

χ̄(l) log |1 − ζ l| �= 0.

この複素共役が 3©なので、示された.
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4 ホモロジーレンズ空間のReidemeister torsion

これまでの話の応用例を示す.

4.1 ホモロジーレンズ空間、レンズ型空間

Definition 4.1. (ホモロジーレンズ空間)
閉 3次元多様体Mがホモロジーレンズ空間とは、ある p ≥ 2が存在して、

H3(M) ∼= Z, H1(M) ∼= Z/pZ

なるときをいう. つまり、あるL(p, q)と同じホモロジー群を持つ 3次元多様
体のことである.

Proposition 4.2. 任意のホモロジーレンズ空間 Mは、あるホモロジー球面
Σとその中の knot K により、M = Σ(K; p/q)と表される.

すると、Theorem 2.13によって、任意のホモロジーレンズ空間のReide-
meister torsionの計算ができる. ここにTheorem 2.15の後の指摘を含めて再
掲する.

Proposition 2.13. (Turaev [30, 31]) Kを、ホモロジー球面Σ内のknotとし、
p ≥ 2を整数、d ≥ 2をpの約数とし、ζdを 1の原始d乗根とする. qを (p, q) =
1なる整数とし、H1(Σ(K; p/q)) = 〈t〉 ∼= Z/pZ、ϕd : Z[H1(Σ(K; p/q))] →
Q(ζd)を ϕd(t) = ζdで決まる環準同形とする. このとき、

τϕd(Σ(K; p/q)) = ∆K(ζd)(ζd − 1)−1(ζ q̄
d − 1)−1 (q̄q ≡ 1 (mod p)).

±ζm
d 倍の自由度で決まる. また ϕdの自由度は、Gal (Q(ζd)/Q) によって

ζdを ζa
d (a, d) = 1に取り変える分だけある. この自由度は、元をたどると

H1(Σ(K; p/q))の生成元 tの取りかえに由来するものであることも指摘して
おく.

結局、ホモロジー球面 Σ内の knot KのAlexander polynomial ∆K(t)の
計算と、1のベキ根の代入に帰着する. ここで、S3内の knot KのAlexander
polynomial ∆K(t)の特徴付けはよく知られた結果だが、これがそのままホモ
ロジー球面 Σ内の knot K の Alexander polynomial ∆K(t)の特徴付けにも
なっている.

Proposition 4.3. Z[t, t−1]の元 f(t)が以下の条件を満たすとする:

(i) f(1) = ±1,
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(ii) f(t−1) = tmf(t).

このとき、Σ内のknotKのAlexander polynomial∆K(t)が存在して、∆K(t) =
f(t)となる. 逆に、Σ内の knot KのAlexander polynomial ∆K(t)は上の (i),
(ii)を満たす.

Definition 4.4. (レンズ型空間)
ホモロジーレンズ空間M に対して、ϕdをProposition 2.13と同じものと

するとき、整数m, i, j; (i, p) = 1, (j, p) = 1が存在して、

τϕd(M) = ±ζm
d (ζ i

d − 1)−1(ζj
d − 1)−1

となるとき、M をレンズ型空間という. また、この Reidemeister torsionの
値をレンズ型という. さらに、レンズ空間L(p, q)が存在して、ψ : H1(M) →
H1(L(p, q))なる同形写像と Proposition 2.13と同じ ϕdと、ϕ′

d = ϕd ◦ ψ−1に
よって、

τϕd(M)
.
= τϕ′

d(L(p, q))

が任意の d (d|n, d ≥ 2)で成り立つとき、タイプ (p, q)のレンズ型空間とい
う. レンズ空間はレンズ型空間なのは明らかである.

我々は以下の問題に絞り込むことができる.

Question 4.5. ホモロジーレンズ空間M はいつレンズ型空間になる／なら
ないか？

Proposition 2.13だけでは見かけの数値に騙されることがあることに注
意する. 例えば、S3内で trefoil Kで 5-surgeryした空間M のReidemeister
torsionを計算してみる. ζを 1の原始 5乗根とすると、

τϕ5(M) = (ζ2 − ζ + 1)(ζ − 1)−2.

これでは直ちに “レンズ型空間ではない”と判断しがちである. しかし実際
は、Figure 3のように L(5,−1)と一致する.

これらはReidemeister torsionの上でも一致すべきで、以下のように変形
できる.

(ζ2 − ζ + 1)(ζ − 1)−2 =
(ζ6 − 1)(ζ − 1)

(ζ2 − 1)(ζ3 − 1)
(ζ − 1)−2 = −ζ2(ζ2 − 1)−2.

ζ �→ ζ2の取りかえがされたと見ると一致すると見なせる.
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M L(5, -1)

-55

Figure 3: S3(K; 5) = L(5,−1)

ここで我々は重要な lemmaを用意しておく.

Lemma 4.6. (門上 [14])
M = Σ(K; p/q)がレンズ型空間のとき、任意の d|p, d ≥ 2と、1の原始 d

乗根 ζdに対して、

NQ(ζd)/Q(∆K(ζd)) =

{
1 (d �= 2),
±1 (d = 2).

Proof M = Σ(K; p/q)がレンズ型空間のとき、任意の d|p, d ≥ 2に対して
共通のm, i, j; (i, p) = 1, (j, p) = 1が存在して、

τϕd(M) = ±ζm
d (ζ i

d − 1)−1(ζj
d − 1)−1.

一方、
τϕd(M) = ∆K(ζd)(ζd − 1)−1(ζ q̄

d − 1)−1.

両者のノルムを取る. NQ(ζd)/Q(α)をN(α)と表すことにする.

N(±ζm
d ) = ±1, N(ζ i

d − 1) = N(ζj
d − 1) = N(ζd − 1) = N(ζ q̄

d − 1) �= 0

より、
N(∆K(ζd)) = ±1.

d ≥ 3のときは、ϕ(d)は偶数なので、N(∆K(ζd)) = 1である.

31



4.2 Ozsváth-Szabóの結果

Ozsváth-Szabóが knot Floer homologyを用いて示したのは以下である.

Theorem 4.7. (Ozsváth-Szabó [23])
KをS3内のknotとして、その整数p-surgeryの結果をMとする. Mがレ

ンズ空間になったとき、KのAlexander polynomial ∆K(t)は次の形になる：

∆K(t) = (−1)m +
m∑

i=1

(−1)m−i(tni + t−ni) (0 < n1 < · · · < nm).

この結果の条件を満たすAlexander polynomialのうちで、いかなる knot
Kと pを取ってきても、レンズ空間になり得ないものが存在する. このこと
については後述する.

Question 4.8. 一般のホモロジー球面 Σ内の knot K の有理数 p/q-surgery
まで広げたとき、Ozsváth-Szabóの条件は特徴付けになっているか？或いは、
条件を満たさないのにレンズ空間を生む場合があるか？

4.3 Moserの定理

4.1節の計算例は torus knotの surgeryの場合に一般化することができる. ま
ずトポロジカルな特徴付けの結果としてMoserの定理を挙げる.

Theorem 4.9. (Moser [22])
Kr,sを、S3内の (r, s)-torus knotとし、M = S3(Kr,s; p/q)をホモロジー

レンズ空間とする. このとき、M は以下の 3通りの場合に分かれる.

(1) |p − qrs| �= 0, 1のとき、M は 3本の singular fiberを持つ Seifert fibered
spaceで、その singular fiberの重複度は、|r|, |s|, |p− qrs|である.

(2) |p− qrs| = 1のとき、M = L(p, qr2).

(3) |p− qrs| = 0 (p/q = rs)のとき、M = L(r, s)
L(s, r).

Figure 3の例は、r = 2, s = 3, p = 5, q = 1の場合である.

Moserの定理をReidemeister torsionで見た結果を述べる. その前に、

∆r,s(t) :=
(trs − 1)(t− 1)

(tr − 1)(ts − 1)
(|r|, |s| ≥ 2, (r, s) = 1)

とおく.
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Theorem 4.10. (門上 [14])
ホモロジー球面Σ内の knot KのAlexander polynomialが∆r,s(t)である

とき、M = Σ(K; p/q)がレンズ型空間である必要十分条件は以下の (1), (2)
が成り立つことである.

(1) (p, r) = 1, (p, s) = 1,

(2) r ≡ ±1 (mod p) または s ≡ ±1 (mod p) または qrs ≡ ±1 (mod p).

Proof ζ = ζdを 1の原始 d乗根 (d|p, d ≥ 2)とする.

[1] (p, r) = 1, (p, s) = 1のとき

τϕd(M) = ∆r,s(ζ)(ζ − 1)−1(ζ q̄ − 1)−1 = ±ζm(ζ i − 1)−1(ζj − 1)−1,

ただし (i, p) = 1, (j, p) = 1. これを整頓すると、

(ζrs − 1)(ζ i − 1)(ζj − 1) = ±ζm(ζ q̄ − 1)(ζr − 1)(ζs − 1).

両辺に複素共役をかけて、Franzの lemmaを適用すると、

{±rs, ±i, ±j (mod p)} = {±q̄, ±r, ±s (mod p)}.
(i) rs ≡ ±q̄ (mod p)のとき

qrs ≡ ±1 (mod p)と同値で、(p,±r̄s)-タイプのレンズ型.

(ii) rs ≡ ±r (mod p)または rs ≡ ±s (mod p)のとき
s ≡ ±1 (mod p)または r ≡ ±1 (mod p)と同値で、(p,±q)-タイプのレ

ンズ型.

[2] (p, r) = d ≥ 2のとき（(d, s) = 1）
p = p′d, r = r′dとおく.

∆r,s(t) =
(trs − 1)(t− 1)

(tr − 1)(ts − 1)
=

trs − 1

td − 1
· (t− 1)

tr − 1

td − 1
· (ts − 1)

=
t(r

′s−1)d + t(r
′s−2)d + · · · + td + 1

t(r′−1)d + t(r′−2)d + · · · + td + 1
· t− 1

ts − 1

より、
|NQ(ζ)/Q(∆r,s(ζ))| = |N(s)| = |s|ϕ(d) ≥ 2 > 1

なので、Lemma 4.6からレンズ型になり得ない.

Moserの定理と合わせると、レンズ型空間であるが、レンズ空間でない
例を見つけることができる. 例えば、S3(K2,3;−5), S3(K3,5; 4).
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4.4 合田-寺垣内の定理

合田-寺垣内 [9]は、genus g hyperbolic knotが lens surgeryを許した場合、そ
の surgery係数 rについての評価を与えた.

Theorem 4.11. (合田-寺垣内 [9])
genus g hyperbolic knot Kが lens surgeryを許した場合、その surgery係

数 rは、
|r| ≤ 12g − 7

を満たす.

特に、g = 1のときは次が言える.

Theorem 4.12. (合田-寺垣内 [9])
genus 1 knot Kが lens surgeryを許した場合、それは trefoilである.

このTheorem 4.12のReidemeister torsionによる翻訳を試みる.

Hyperbolic knotが lens surgeryを許す場合はBerge knotであることが予
想されていて、そのリストを眺めることにより、合田-寺垣内 [9]は以下を予
想した.

Conjecture 4.13. (1) (Berge [1])
Hyperbolic knotで lens surgeryを許すものはBerge knot （double prim-

itive knot）である.

(2) (合田-寺垣内 [9])
Hyperbolic knot Kが lens surgeryを許す場合、その genus gと surgery係

数 rは
g ≥ 5, 2g + 8 ≤ |r| ≤ 4g − 1

を満たす.

これらの予想、特に (2)について以下が得られている.

Theorem 4.14. (1) (Kronheimer-Mrowka-Ozsváth-Szabó [18])
Hyperbolic knot Kが lens surgeryを許す場合、g ≥ 5である.

(2) (斎藤 [27])
Non-torus Berge knot Kが lens surgeryを許す場合、その surgery係数 r

は |r| ≥ 18を満たす.

(3) (Rasmusen [25])
Non-trivial knot Kが lens surgeryを許す場合、その surgery係数 rは

|r| ≤ 4g + 3
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を満たし、等号はKが (2, 2k + 1)-torus knotのときに取る.

筆者の得た結果を述べる前に、以下のように記号を置く.

∆(n)(t) := t+ n(t− 1)2 = nt2 − (2n− 1)t+ n (nは整数).

Theorem 4.15. (門上 [14])
Kをホモロジー球面Σ内の knotで、Alexander polynomialが∆(n)(t) で

あるものとする. このとき、M = Σ(K; p/q) (p ≥ 2) がレンズ型ならばn = 1
である. つまり、

∆K(t) = t2 − t+ 1.

この定理をもう少し強い形で示す.

Definition 4.16. (ノルム多項式 I)
ζを 1の原始 p乗根（pは素数でなくてもよい 2以上の整数）として、

fp(n) := NQ(ζ)/Q(∆(n)(ζ))

は nについてZ上の多項式になる. これをノルム多項式と呼ぶ.

∆(n)(t) = 0の解を α1, α2とするとき、fp(n)は次のように変形できる.

fp(n) := NQ(ζ)/Q(n(ζ − α1)(ζ − α2)) = nϕ(p)Φp(α1)Φp(α2).

Theorem 4.17. (門上 [14])
(1) 任意の pで、n ≤ −1のとき、fp(n) ≥ 2.

(2) 任意の素数 pで、|n| ≥ 2のとき、fp(n) �= ±1.

p = 2のときを最初に示しておく.
f2(n) = ∆(n)(−1) = 4n− 1より、n �= 0で、f2(n) �= ±1.

以下、p ≥ 3とする.

Proposition 4.18. fp(n)の次数はϕ(p)である.

Proof ∆(n)(ζ) = (1 − ζ)2n + ζよりわかる.

Lemma 4.19. nについて、Z上 ϕ(p)/2次多項式 gp(n)が存在して、

fp(n) = {gp(n)}2.

Proof ∆(n)(ζ) = ζ2∆(n)(ζ
−1)より、

δ(ζ) :=
∆(n)(ζ)

ζ
=
∆(n)(ζ

−1)

ζ−1
.
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このとき、δ(ζ) ∈ Q(ζ + ζ−1). ζ �= ζ−1より、[Q(ζ) : Q(ζ + ζ−1)] = 2. よっ
て、[Q(ζ + ζ−1) : Q] = ϕ(p)/2.

gp(n) := NQ(ζ+ζ−1)/Q(δ(ζ))

と置けばよい.

Definition 4.20. (交代多項式)
R上の Laurent polynomial f(t) = cmt

m + cm+1t
m+1 + · · · + cm+dt

m+d が
ci �= 0 (i = m,m+ 1, · · · , m+ d)、cici+1 < 0 (i = m, · · · , m+ d − 1)を満た
すとき、交代多項式という.

fp(n) :=
ϕ(p)∑
i=0

ain
i, gp(n) :=

ϕ(p)/2∑
j=0

bjn
j

とおく.

Lemma 4.21. fp(n)と gp(n)は交代多項式である.

Proof

δ(ζ) =
∆(n)(ζ)

ζ
= 1 − {2 − (ζ + ζ−1)}n.

2− (ζ + ζ−1) > 0で、fp(n), gp(n)はこれらの積なので、交代多項式になる.

Lemma 4.22. aϕ(p) = {Φp(1)}2, a0 = 1.

Proof aϕ(p) = NQ(ζ)/Q((1 − ζ)2) = {Φp(1)}2, a0 = NQ(ζ)/Q(ζ) = 1.

Corollary 4.23. bϕ(p)/2 = Φp(1), b0 = (−1)ϕ(p)/2.

(Proof of Theorem 4.17 (1)) n ≤ −1のとき、fp(n) ≥ {Φp(1)}2 + 1 ≥ 2.

Lemma 4.24. a1 = 2µ(p) − 2ϕ(p). 特に pが奇素数のとき、

a1 = −2p, b1 = (−1)(p−3)/2p.

Proof a1 =
∑

i∈(Z/pZ)×
(1 − ζ i)2 · NQ(ζ)/Q(ζ)

ζ i
=

∑
i∈(Z/pZ)×

(ζ i + ζ−i − 2)

= 2
∑

i∈(Z/pZ)×
ζ i − 2ϕ(p) = 2µ(p) − 2ϕ(p).

Lemma 4.25. pが素数、α1, α2を∆(n)(t) = 0の根とするとき、

fp(n) = np(αp
1 − 1)(αp

2 − 1).
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Proof
np(αp

1 − 1)(αp
2 − 1)

fp(n)
=
np(αp

1 − 1)(αp
2 − 1)

np−1Φp(α1)Φp(α2)
= n(α1 − 1)(α2 − 1) = ∆(n)(1) = 1.

Lemma 4.26. pを奇素数とすると、

bj ≡ 0 (mod p)
(
j = 1, 2, · · · , p− 1

2

)
.

Proof (p)を、多項式環Z[n]内 pで生成するイデアルとする.

fp(n) = np(αp
1 − 1)(αp

2 − 1) ≡ np(α1 − 1)p(α2 − 1)p

= {n(α1 − 1)(α2 − 1)}p = 1p = 1 (mod (p)).

Z[n]/(p) ∼= (Z/pZ) [n]はUFD なので、

gp(n) ≡ b0(= ±1) (mod (p)).

これは、

bj ≡ 0 (mod p)
(
j = 1, 2, · · · , p− 1

2

)
を示す.

(Proof of Theorem 4.17 (2)) p = 2のときは示されているので、pは奇素数と
する. Lemma 4.26より、nについてZ上の多項式 hp(n)で、

gp(n) = pn · hp(n) + b0

となるものが存在する. このとき、fp(n) = ±1と hp(n) = 0は同値.

hp(n) =
(p−3)/2∑

k=0

ckn
k

とおくとき、Corollary 4.23, Lemma 4.24より、

c(p−3)/2 = 1, c0 = ±1.

最高次の係数と最低次の係数の関係から、整数解としては n = ±1の可能性
しかない. よって、|n| ≥ 2のときは hp(n) �= 0で、ひいては fp(n) �= ±1.

Example 4.27. hp(n)の計算例：

h3(n) = 1, h5(n) = n−1, h7(n) = (n−1)2, h11(n) = (n−1)(n3−4n2+3n−1).
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4.5 多項式の次数が一般の場合

Theorem 4.17を g ≥ 1の場合に一般化する.

Definition 4.28. (ノルム多項式 II)
ζを 1の原始 p乗根とする.

∆(n1,···,ng)(t) = tg +
g∑

i=1

nit
g−i(t− 1)2i (ng �= 0)

のとき、
fp(n1, · · · , ng) := NQ(ζ)/Q(∆(n1,···,ng)(ζ))

は n1, · · · , ngについてZ上の多項式になり、これをノルム多項式という.

Theorem 4.29. (1) iが奇数のときni ≤ 0、iが偶数のときni ≥ 0とすると、
fp(n1, · · · , ng) �= ±1.

(2) pが奇素数のとき、n1, · · · , ngについてZ上の多項式 h̃p(n1, · · · , ng)があっ
て、fp(n1, · · · , ng) = ±1であることと h̃p(n1, · · · , ng) = 0が同値になる.

(3) pが奇素数のとき、n1, · · · , ng について Z上の多項式 h̃(0)
p (n1, · · · , ng)が

あって、h̃(0)
p (n1, · · · , ng) �≡ 0 (mod p) ならば fp(n1, · · · , ng) �= ±1となる.

まず (1)のみを示す.

(Proof of Theorem 4.29 (1))

δ(ζ) =
∆(n1,···,ng)(ζ)

ζg
=

g∑
i=1

ni(ζ + ζ−1 − 2)i + 1

とおく. ζ + ζ−1 − 2 < 0より、iが奇数で ni ≤ 0、iが偶数で ni ≥ 0ならば、

δ(ζ) ≥ ng(ζ + ζ−1 − 2)g + 1 ≥ 2.

よって、fp(n1, · · · , ng) > 1.

Proposition 4.30. fp(n1, · · · , ng)の niについての次数はϕ(p)で、その係数
は {Φp(1)}2i (i = 1, · · · , g). 定数項は 1.

Proposition 4.31. p = 2のとき

f2(n1, · · · , ng) = ∆(n1,···,ng)(−1)

= (−1)g + (−1)g−14n1 + (−1)g−242n2 + · · · + (−1)14g−1ng−1 + 4gng
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で、f2(n1, · · · , ng) = ±1であることと、

n1 + (−1)14n2 + · · · + (−1)g−24g−2ng−1 + (−1)g−14g−1ng = 0

が同値である. 特に、n1 �≡ 0 (mod 4)ならば、f2(n1, · · · , ng) �= ±1.

以後、p ≥ 3を仮定する.

Lemma 4.32. n1, · · · , ngについてZ上の多項式 gp(n1, · · · , ng)があって、

fp(n1, · · · , ng) = {gp(n1, · · · , ng)}2

が成り立つ.

Lemma 4.33. pが素数、α1, · · · , αgを∆(n1,···,ng)(t) = 0の根とするとき、

fp(n1, · · · , ng) = np
g

g∏
i=1

(αp
i − 1).

Lemma 4.34. pを奇素数とすると、n1, · · · , ngについてZ上の多項式 h̃p(n1, · · · , ng)
で、

fp(n1, · · · , ng) = {ph̃p(n1, · · · , ng) + b0}2

となるものが存在する.

(Proof of Theorem 4.29 (2)) Lemma 4.34の h̃p(n1, · · · , ng)を取ればよい.

h̃p(n1, · · · , ng)の定数項は 0で、特に g = 1のとき、h̃p(n1) = n1hp(n1).

h̃p(n1, · · · , ng)は次のように分解できる.

h̃p(n1, · · · , ng) =
∞∑
i=0

pih̃(i)
p (n1, · · · , ng).

ここで、h̃(i)
p (n1, · · · , ng) はZ上の原始多項式.

(Proof of Theorem 4.29 (3)) 上の h̃(0)
p (n1, · · · , ng)を取ればよい.

次の問題は重要である.

Problem 4.35. (1) h̃p(n1, · · · , ng)を決定し、h̃p(n1, · · · , ng) = 0の整数解を
求めよ.

(2) h̃(0)
p (n1, · · · , ng)を決定し、h̃(0)

p (n1, · · · , ng) ≡ 0 (mod p)の整数解を求
めよ.
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この問題は、数論でいう所のノルム形式の理論（2次形式の理論の一般
化）が利用できるのかも知れない. そして、解の有限性や上界などがわかる
と、この方面からでも合田-寺垣内の予想に迫ることができることになる.

Example 4.36.

h̃3(n1, · · · , ng) = n1 − 3n2 + 32n3 − · · · + (−3)g−1ng,

h̃
(0)
5 (n1, · · · , ng) = n2

1 − n1 + 3n2 (g ≥ 2).

ホモロジー球面Σ内の knot KのAlexander polynomial が

∆K(t) = t6 − t4 + t3 − t2 + 1

とする. このとき、n1 = 8, n2 = 6, n3 = 1である. 上の 2つの式より、3|p
または 5|pのとき、Σ(K; p/q)はレンズ型ではない.

4.6 Fintushel-Sternの結果の一般化

Fintushel-Stern [7]は以下を示した.

Proposition 4.37. (Fintushel-Stern [7])
S3内の knot Kで整数 p-surgeryした結果レンズ空間を生じたとき、その

レンズ空間は、L(p,±i2)の形である.

実際彼らが示した例：K = (−2, 3, 7)-pretzel knotの 18-suregryと 19-
surgeryの結果はそれぞれ、L(18, 5) = L(18,−72), L(19, 11) = L(19, 72)で
ある. L(5, 2)はこのように表されないので、S3内の knotの整数-surgeryで
生じないことがわかる.

我々 [15]はこの結果を以下のように拡張した.

Theorem 4.38. (門上-山田 [15])
ホモロジー球面Σ内の knot Kに沿う p/q-surgery Σ(K; p/q)がレンズ型

空間のとき、そのタイプは (p,±qi2)である. つまり、

τϕd(Σ(K; p/q)) = τϕ′
d(L(p,±qi2)).

これを示すためには、Franzの lemmaから示すことができる以下の lemma
が必要である.
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Lemma 4.39. (門上-山田 [15])
ホモロジー球面Σ内の knot Kに沿う p/q-surgery Σ(K; p/q)がレンズ型

空間のとき、任意の d|p, d ≥ 2に共通な ε = ±1,m, i, j; (i, p) = 1, (j, p) = 1
があって、

∆K(ζd) = εζm
d

(ζd − 1)(ζ q̄
d − 1)

(ζ i
d − 1)(ζ j

d − 1)

と表される. これとは別に、ある δ = ±1, m′と、2l個の pと互いに素な数
uk, vk (k = 1, · · · , l)で {±u1, · · · ,±uk (modp)}∩{±v1, · · · ,±vk (modp)} = ∅
があって、

∆K(ζd) = δζm′
d

l∏
k=1

(ζuk
d − 1)

l∏
k=1

(ζvk
d − 1)

となったとする. このとき実は l = 0または 2で、l = 2のときは、

{±u1,±u2 (mod p)} = {±1,±q̄ (mod p)},

{±v1,±v2 (mod p)} = {±i,±j (mod p)}
で、ij ≡ ±q̄ (mod p) が成り立つ.

ここが、我々の間で一番紛糾した箇所である. Franzの lemmaで容易に
示せるのは、l ≤ 2までで、ij ≡ ±q̄ (mod p)を示すのが難しかった. この
lemmaの証明は省略して、これを利用すれば Theorem 4.38が示せることを
見ておく.

(Proof of Theorem 4.38) Lemma 4.39 と同じ状況で、

τϕd(Σ(K; p/q))
.
= (ζ i

d − 1)−1(ζj
d − 1)−1 = (ζ i

d − 1)−1((ζ i
d)

īj − 1)−1.

ij ≡ ±q̄ (mod p)なので、

īj ≡ ±q̄ī2 (mod p)

より、従う.
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4.7 (−2, m, n)-pretzel knotの場合；広中の定理の応用

Pretzel knotの lens surgeryをこれまでの方法で調べるためには、そのAlexan-
der polynomialがわかればよい. 広中 [11]は、(p1, · · · , pk,−1, · · · ,−1)-pretzel
knot K （ただし pi > 0 (i = 1, · · · , k), k ≥ 3; −1は (k− 2)個）のAlexander
polynomialを求める公式を与えた. 我々はこれを利用する.

Notation 4.40. [n] := tn−1 + tn−2 + · · · + t+ 1 (n > 0) として、

Q[p1,···,pk](t) := (t− k + 1)[p1] · · · [pk] +
k∑

i=1

[p1] · · · [̂pi] · · · [pk]

とする. また、上のknotをP (p1, · · · , pk,−1, · · · ,−1)で表して、そのAlexan-
der polynomialを∆[p1,···,pk](t)とおく. このとき、

Theorem 4.41. (広中 [11])

∆[p1,···,pk](t) = Q[p1,···,pk](−t).

P (2, p2, p3,−1) = P (−2, p2, p3)であることに注意して、今後我々は、

P (−2,m, n) (m,nは 3以上の奇数)

に限定して扱う. 上のnotationでは、このAlexander polynomialは∆[2,m,n](t)
だが、さらに簡易化して∆[m,n](t)と書くことにする. 例えば、

∆[3,7](t) = t10 − t9 + t7 − t6 + t5 − t4 + t3 − t+ 1.

Corollary 4.42. m,nは 3以上の奇数とするとき、

∆[m,n](t) =
tm+n−1 + 1

t+ 1
− t2 · t

m−1 − 1

t+ 1
· t

n−1 − 1

t+ 1
,

∆[3,n](t) = tn+3 − tn+2 + t3 · t
n−2 + 1

t+ 1
− t+ 1.

特に、∆[3,n](t)はTheorem 4.7のOzsváth-Szabóの条件を満足する.

Corollary 4.43. m,nが 5以上の奇数のとき、∆[m,n](t)はOzsváth-Szabóの
条件を満足しない. よって、S3内の knot P (−2,m, n)の整数-surgeryから
lens spaceは生じない.

これは次のT. Mattman [19]の部分結果の別証明にもなっている.
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Theorem 4.44. (Mattman [19])
non-torus pretzel knotで lens spaceを生むのは P (−2, 3, 7)のみで、その

ときの surgery係数は 18か 19である.

以下さらに扱う knotに限定を加える. Corollary 4.43から、m, nが 5
以上の奇数のときの P (−2,m, n)を考えることはあまり意味がない. また、
P (−2, 3, 3), P (−2, 3, 5)は torus knotなので、これも考える意味がない. （い
ずれもホモロジー球面内で考察すると意味を持つかも知れないが）これらを、
m = 3, n ≥ 7の奇数に限定する根拠とする.

Theorem 4.45. (門上-山田 [15])
ホモロジー球面 Σ内の knot K がAlexander polynomial ∆[3,n](t) (n ≥ 7

の奇数) を持つとき、

(1) p = 2n+4で、Σ(K; p/q)がレンズ型ならば、n = 7, q ≡ ±1 (modp(= 18)).

(2) p = 2n+5で、Σ(K; p/q)がレンズ型ならば、n = 7, q ≡ ±1 (modp(= 19)).

p = 2n+4や p = 2n+5とする根拠は、P (−2, 3, n)の exceptional surgery
がこの付近に集中しているからである. 特に lens surgeryは p = 2n + 4や
p = 2n + 5にある. 上記結果は、その条件の下では n = 7まで決まることを
言っている.

これの証明のためには以下の命題を用いる.

Proposition 4.46. (1) ζを 1の原始 (2n + 4)乗根とすると、

∆[3,n](ζ) = ζ−1(ζ − 1)3.

(2) ζを 1の原始 (2n+ 5)乗根とすると、

∆[3,n](ζ) = −ζ2 · (ζ − 1)2(ζn−5 − 1)

(ζ2 − 1)(ζn − 1)(ζn+1 − 1)
.

ここで再びm,nを 3以上の奇数の場合に戻して考える. 簡単な計算で次
が言える.

Proposition 4.47.
ホモロジー球面 Σ内の knot K が Alexander polynomial ∆[m,n](t) (m,n

は 3以上の奇数) を持ち、Σ(K; p/q)がレンズ型とする. このとき、

(1) pが 2で割れるなら、{m,n} = {3, 5}または {3, 7}.
(2) pが 4で割れるなら、{m,n} = {3, 5}.
(3) pが 6で割れるなら、{m,n} = {3, 7}.
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この手のものはいくらでも作ることができる. (1)のみを示してみる.

(Proof of Proposition 4.47 (1))
1の原始 d乗根 ζを代入して、そのノルムが±1であるかを見る. この場

合、d = 2を取ってくる. つまり、ζ = −1を代入すると、

∆[m,n](−1) = 4 − (m− 2)(n− 2)

なので、m,n ≥ 5では±1になり得なく、m = 3のときでも n = 5, 7しかな
い.

4.8 数値実験

以上のようなことをまずコンピューター実験などで当たりをつけたいときが
ある. それを補助する結果として次がある.

Lemma 4.48. (門上-山田 [16])
Σ(K; p/q)がレンズ型空間のとき、Z∗

p/{±1}の部分群Gが存在して、∏
i∈G

∆K(ti)
.
= 1 ∈ Z[t, t−1]/(tp − 1).

できるだけ小さいGが見つかれば、レンズ型空間のタイプも限定できる.
これはLemma 4.6よりもやや強い条件である. この裏には以下のことがあり、
これはレンズ型空間を生むAlexander polynomialの特徴付けになっている.

Lemma 4.49. knotKのAlexander polynomial∆K(t)を∆K(1) = 1,∆K(0) �=
0 と正規化しておく. Σ(K; p/q)が (p, q′)-タイプのレンズ型空間のとき、正の
整数 i, jで、p, i, jが互いに素で、ijq′ ≡ ±1 (mod p) となるものと、係数が
対称的な多項式 f(t)で、f(0) �= 0となるものが存在して、

t−
k
2∆K(t) = t−

(i−1)(j−1)
2

(tij − 1)(t− 1)

(ti − 1)(tj − 1)
− t−

p+1+d
2 (tp − 1)(t− 1)f(t)

と表すことができる. ここで、k, dはそれぞれ∆K(t), f(t)の次数.

Example 4.50. (1) K = P (−2, 3, 7)

∆K(t) = ∆[3,7](t) = t10 − t9 + t7 − t6 + t5 − t4 + t3 − t+ 1.

(i) S3(K; 18) = L(18, 5) = L(18, 11).

44



p = 18, G = {1, 5, 11} (∼= Z3) ⊂ Z∗
18/{±1}.

∆[3,7](t)∆[3,7](t
5)∆[3,7](t

11) = t13 ∈ Z[t]/(t18 − 1),

t−5∆[3,7](t) = t−20 (t55 − 1)(t− 1)

(t5 − 1)(t11 − 1)
− t−20(t18 − 1)(t− 1)f(t).

ここで、

f(t) = (t+ 1)(t20 − t19 + t18 − t17 + t16 + t10 + t4 − t3 + t2 − t+ 1).

(ii) S3(K; 19) = −L(19, 7) = −L(19, 11).
p = 19, G = {1, 7, 11} (∼= Z3) ⊂ Z∗

19/{±1}.
∆[3,7](t)∆[3,7](t

7)∆[3,7](t
11) = 1 ∈ Z[t]/(t19 − 1),

t−5∆[3,7](t) = t−35 (t77 − 1)(t− 1)

(t7 − 1)(t11 − 1)
− t−35(t19 − 1)(t− 1)f(t).

ここで、

f(t) = (t+1)(t39−t38+t37−t36+t35−t34+t33+t28−t27+t26+t21+t18+t13−t12

+t11 + t6 − t5 + t4 − t3 + t2 − t+ 1).

Figure 4: (−2, 3, 7)-pretzel knot

(2) Fintushel-Sternの knot Kn

Fintushel-Stern [7]は、レンズ空間を生む knotの系列 {Kn (n = 2, 3, · · ·)}
を示した. n = 2のときが (−2, 3, 7)-pretzel knotである. Figure 5で、長方
形内の nは、n-full twistということである.

S3(Kn; 9n) = −L(9n, 3n + 1) = L(9n, 3n − 1)であり、このことから、
G = {1, 3n+1, 6n+1} (∼= Z3) ⊂ Z∗

9n/{±1}がわかる. 実際、KnのAlexander
polynomialは以下のように計算される.
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Lemma 4.51.

∆Kn(t) = t3n−1 +
(t3n − 1)2(t− 1)

t3 − 1
.

これにより、

∆Kn(t)∆Kn(t3n+1)∆Kn(t6n+1) = t−3 ∈ Z[t, t−1]/(t9n − 1)

で、

t−(3n−1)∆Kn(t) = t−9n2 (t(3n+1)(6n+1) − 1)(t− 1)

(t3n+1 − 1)(t6n+1 − 1)
− (t9n − 1)(t− 1)f(t)

である.

Kn

n

K0

L

K'
1
n

Figure 5: Knと L

後で、Lemma 4.51の証明をする.

(3) これまでGとしては位数 3のものばかりだったが、Bergeのリスト中の
L(30, 11)を生むものや、trefoilの 11/2-surgery の場合は、Gの位数は 3以下
にできない. （前者は 4、後者は 5である.）

Lemma 4.51の証明をするが、筆者の以前研究していたC-complexから 2
変数Alexander polynomialを計算する手法 [12, 13]を用いる.

Lemma 4.52. K0, K
′ の meridianが代表する H1(S

3 − L)の元をそれぞれ
t1, t2とするとき、

∆L(t1, t2)
.
= (t21 + t1 + 1)t2 + t1(t2 − 1)2 = t21t2 + t1t

2
2 − t1t2 + t1 + t2.

46



Lemma 4.52を認めた上で、Lemma 4.51を示す. Reidemeister torsionの
excisionを用いる.

(Proof of Lemma 4.51) ι : H1(S
3−L) → H1(S

3−Kn)によって、H1(S
3−Kn)

の元としても同じ記号 t1, t2を使うことにする. K ′の longitudeが代表する元を
lとしておくと、1/n-surgeryによって、t2ln = 1の関係式が入る. lk(K0, K

′) =
3より、lt31 = 1. これらより、t2 = t3n

1 . また、surgeryの際に張り付ける solid
torusの longitude が代表するH1(S

3 −Kn)の元を T とすると、T = l = t−3
1 .

Reidemeister torsionの切除定理を使うと、

∆Kn(t)

t− 1
.
=
∆L(t, t3n)

t3 − 1
.

Lemma 4.52より、示すことができる.

LのAlexander polynomialを計算するが、LにC-complexを張る (Figure
6).

K1

L

K2

K1K2
L

D1 D2L

Figure 6: LのC-complex

claspの signは Figure 7のように定め、clasp付近を Figure 8のように
band表示する. 各 band同士の crossingの signと bandの自己交差からくる
weightは Figure 9の通りである.
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�=+1

�=�1

+

�

Figure 7: claspの sign

�

�

�b

b

b

1

2

3
K1 K2L

B1 B2

Figure 8: claspの band表示

+1 �1

� i� i

� j � j

+1 �1

Figure 9: crossingの signと bandのweight

bandの情報をまとめると以下のようになる：
(i) bandの順番 b1, · · · , bn は左端の上から付けていく.

(ii) 右端では上から bσ(1), · · · , bσ(n) となる.

(iii) band biの signは εi.

(iv) αiを band biの coreとして、左から右の向きを付ける. αiと αj (i �= j)
の交点の signは、Figure 9 のようにして、これら signの和を cijとする.
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(v) band biのweight wiは、αiの自己交差の signの和と twistの数の和 (Figure
9).

これらの情報から、2つの n × n-行列D = (dij),M = (mij) を次のよう
に定める.

dij =



t1 if i < j and σ(i) < σ(j),
1 if i < j and σ(i) > σ(j),
t2 if i > j and σ(i) > σ(j),
t1t2 if i > j and σ(i) < σ(j),
t1 + t2 if i = j and εi = +,
0 if i = j and εi = −,

and

mij =



cij + 1

2
if i �= j and cij is odd,

cij
2

if i �= j and cij is even,

wi if i = j.

このとき、Lの 2変数Alexander matrix AL(t1, t2)は、

Theorem 4.53. ([13])

AL(t1, t2) =


0 1 · · · 1
1
... D
1

+ (1 − t1)(1 − t2)


0 0 · · · 0
0
... M
0


となる.

これを Figure 5の link Lに適用すると、

AL(t1, t2) =


0 1 1 1
1 −(1 − t1)(1 − t2) t1 t1
1 t2 0 t1
1 t2 t2 0

 .

よってこれより、

∆L(t1, t2) = det(AL(t1, t2))
.
= t21t2 + t1t

2
2 − t1t2 + t1 + t2.
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4.9 今後の課題

この方面のテーマでは、Berge knotのAlexander polynomialを調べることが
第一である. そして、合田-寺垣内予想にどれだけアプローチできるか. さら
に他の exceptional surgeryに話を広げるとまだやるべきことは多く残ってい
る. また、Alexander polynomialの計算そのものもまだ開発されるべきもの
で、特に多変数Alexander polynomialの計算方法でわかり易いものはあまり
ない現状と思われる. そして、数論の適用も気になる所である. knot Floer
homologyや A-polynomialなど、他の難しい invariant の技術開発に貢献で
きるかも気になる.
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