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本講演では，力学系理論と葉層理論，接触幾何学が交錯する対象である 3次
元射影的アノソフ流の持つ剛性について解説する．

以下，M は連結な 3次元閉多様体とし，滑らかといえば C∞級を指すものと
する．停留点を持たないM 上の滑らかな flow Φ = {Φt}t∈Rに対して，TΦを flow
Φの軌道たちに沿った line field，DΦ̂ = {DΦ̂}t∈R を TM/TΦ上に自然に誘導さ
れる flow(linear Poincaré flowという)とする．

Φ-不変な compact集合 Λ ⊂ M において，連続な分解 TM |Λ = Eu + Es が
次をみたすとき，この分解を Φに対する Λ上の dominated splittingという：

1. Eu(z) ∩ Es(z) = TΦ(z) (∀z ∈ Λ),

2. DΦt(Eu(z)) = Eu(Φt(z)), DΦt(Es(z)) = Es(Φt(z)) (∀z ∈ Λ, t ∈ R),

3. ある定数 C > 0, λ ∈ (0, 1)に対して，

‖(DΦ̂t|(Eu/TΦ)(z))−1‖ · ‖DΦ̂t|(Es/TΦ)(z)‖ ≤ Cλt (1)

が任意の z ∈ Λ, t > 0について成り立つ．

特に dimEu = dim Es = 2のとき，非自明な dominated splittingという．ちな
みに，ある定数 C > 0, λ 3 (0, 1)に対して，不等式 (1)のかわりに

‖(DΦ̂t|(Eu/TΦ)(z))−1‖ ≤ Cλt, ‖DΦ̂t|(Es/TΦ)(z)‖ ≤ Cλt (1’)

が任意の z ∈ Λ, t > 0に対して成り立つとき，分解 TM |Λ = Eu + Es はweak
hyperbolic splittingと呼ばれる．

Φ が射影的アノソフ流 (projectively Anosov flow, または conformally
Anosov flow．以下，PA流と呼ぶ)であるとは，M全体の上のdominated splitting(PA
splittingという)を持つことをいう．PA splittingは存在すれば一意的で，かつ
可積分であることが知られている．ちなみに，M 全体の上に weak hyperbolic
splitting (weak Anosov splittingという)を持つとき，Φはアノソフ流であるとい
われる．アノソフ流とその不変葉層の，3次元多様体の幾何学における重要性は
いうまでもないが，PA流も単にアノソフ流の一般化であるというだけでなく，葉
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層理論の接触構造への変形を考えると自然に現れる対象である（[9],[11],[12],[13]
を参照）．
滑らかな PA splittingを持つ PA流を正則な PA流という．正則なアノソフ流

に関しては 90年代前半に E.Ghysが次のような剛性を証明している．

定理 1 (Ghys, [10]). 正則な３次元アノソフ流は，有限被覆とパラメータのと
り方を除いて以下のいずれかと等しい：

1. 種数 2以上の向きづけられた閉曲面の単位接空間上の quasi-Fuchsian flow.
（双曲曲面上の測地流のある種の変形）

2. T2 上の双曲型自己同型の suspension flow.

滑らかな PA流についても同様な剛性が成り立つかどうかを問うのは，自然
である．この方向での最初の結果は野田健夫氏による次の定理である．

定理 2 (野田, [15]). S1 上の T2-束上の正則 PA流が不変トーラスをもつとする
と，それは T2 × I-モデルの有限和である．

T2 × I-モデルとは，T2 × [0, 1]上の正則 PA流で，次のようにして定められ
るものである：
T2× [0, 1] = {(x, y, z) | (x, y) ∈ T2, z ∈ [0, 1]}とする．T2上の 1-form ωu, ωs

を
ωu = pudx + qudy, ωs = psdx + qsdy,

pu, qu, ps, qs ∈ R, ωu ∧ ωs > 0 となるように固定する．また，[0, 1]上の向きを保
つ微分同相写像 fu, fs を固定する．そして，T2 × [0, 1]上の 1-form αu, αs を

αu = (1− z)dz + fu(z)ωu, αs = zdz + (1− fs(z))ωs

で定める．このとき，Eu = Ker αu, Es = Ker αsとすると，T2 × {0}は Euに,
T2 × {1}は Es に接しており，さらに，TΦ = Eu ∩ Es とする flowのうち適切
な向きを向いているものは TM = Eu + Esを PA splittingとする PA流になる．
この (ωu, ωs, fu, fs)で決まる T2 × [0, 1]上の flowを T2 × I-モデルと呼ぶ1．
野田氏は坪井俊氏とともにさらに次の分類を得た．

定理 3 (野田-坪井, [16],[17],[19]). M を S1 上の T2-束，または Seifert fibered
manifoldとする．M 上の正則 PA流はアノソフ流であるか，もしくは T2 × I-モ
デルの有限和である．

一方，講演者は力学系の手法を用いて次を示した．

定理 4 (浅岡, [2]). 任意の連結な３次元閉多様体M の上の正則 PA流 Φについ
て，もしもすべての周期軌道が双曲的，すなわち weak hyperbolic splittingをもつ
とき，Φはアノソフ流であるか，もしくは T2 × I-モデルの有限和である．

以上の結果から，次の予想が導かれる．

1Eu, Es で生成される葉層構造は R.Moussu-R.Roussarie が [14] で行なった，T2 × [0, 1] 上の
Reeb 成分を持たない葉層構造の分類に出てくるものである．
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予想 (野田). 連結な３次元閉多様体M 上の任意の正則 PA流はアノソフ流であ
るか，もしくは T2 × I-モデルの有限和である．

今回の講演では，主にこの予想が肯定的に解決されたことについて話をした
い．すなわち，

主定理 (浅岡, [4],[5]). 上の予想は正しい．特に，正則 PA流を持つ連結な３次
元閉多様体M は，有限被覆を除いて，S1 上の T2-束か，もしくは種数が２以上
の向きづけられた閉曲面の単位接束と微分同相である．

葉層構造の変形の理論の立場からは，正則 PA流の分類と似て非なる次の問
題に興味が持たれる．

問題. ３次元多様体上の滑らかな葉層構造で，PA流の不変葉層になるものを分
類せよ．

上の PA流の分類で用いた手法を応用することで，今のところ次が示されている．

定理 5 (浅岡,[3]). ３次元多様体上の滑らかな葉層構造で，PA流の不変葉層が
Reeb成分を持つとすると，それは S2 × S1 上の Reeb葉層に他ならない．

特に，この結果とMoussu-Roussarieの T3 上の Reeb成分を持たない葉層構
造の分類から，上の問題は T3 上の場合は解決される．講演者は一般の場合でも
次が成り立つと予想している．

予想 (浅岡). 連結な３次元閉多様体M 上の滑らかな葉層構造が PA流の不変葉
層となるとき，それは有限被覆を除いて次のいずれかである：

1. S2 × S1 上の Reeb葉層．

2. S1 上の T2-束の上の T2 × [0, 1]モデルの有限和で表現される葉層構造．

3. 双曲型トーラス自己同型が定める，S1 上の T2-束上のアノソフ葉層．

4. 種数が２以上の向きづけられた閉曲面の単位接束上の測地流が定めるアノ
ソフ葉層．
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